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Аннотация. При движении проводящего тела в магнитном поле или при изме-

нении магнитного поля во времени в теле возникают индуцированные токи и обу-

словленные ими пондеромоторные силы Лоренца, что, в свою очередь, сопровож-

дается деформацией среды и появлением волн напряжений. Движение упругой 

среды в магнитном поле описывается совместной системой уравнений электро-

динамики медленно движущейся среды и уравнений динамической теории упруго-

сти с учетом пондеромоторных сил. Данная система уравнений является нелиней-

ной за счет нелинейности соотношений обобщенного закона Ома и выражений для 

пондеромоторных сил. В работе математически моделировано магнитоупругое 

колебания неферромагнитных кольцевых пластин находящейся под воздействием 

нестационарных электромагнитных сил и механических нагрузок с учетом элек-

трических токов. Получены численные результаты и проведены анализ электро-

магнитных эффектов напряженно-деформированного состояния неферромаг-

нитных кольцевых пластин. 

Ключевые слова: пластина, оболочка, деформация, напряжения, электро-

магнитное поле, магнитоупругость. 

 
I. ВВЕДЕНИЕ 

Интеграция на кристалле элементов 

электроники, механики, информатики 

и измерительной техники привела к 

объединению этих технологий и созда-

нию микросистемной техники и появ-

лению микро-электромагнитомехани-

ческих систем. Поэтому в развитых 

странах мира учитывая анизотропию 

проводящих свойств, большое значе-

ние приобретают проблемы нелиней-

ного магнито-упругого взаимодей-

ствия конструктивных микроэлемен-

тов типа проводящих тонких пласти-

нок и оболочек с электромагнитным 

полем. На сегодняшний день термомаг-

нитоупругость имеет очень важное 

практическое значение и применяется 

в различных областях современной 

микротехники. Механизм взаимодей-

ствия сплошной упругой среды с элек-

тромагнитным полем разнообразен и 

обусловлен физическими свойствами 

рассматриваемого токопроводящего 

тела. В частности, этот механизм полу-

чает некоторые специфические особен-

ности, когда рассматриваем проблемы 

относительно неферромагнитных тон-

ких пластин и оболочек с учетом сто-

ронних электрических токов. 
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Интерес к исследованиям в этой об-

ласти связан с важностью количествен-

ного изучения и оценки наблюдаемых 

эффектов взаимосвязи нестационар-

ных механических, тепловых и элек-

тромагнитных процессов и их практи-

ческим применением в различных об-

ластях современной техники при разра-

ботке новых микротехнологий, а также 

в области микронанотехнологии и мик-

роэлектроники, а также современных 

измерительных системах и т.д. [1-10]. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ.  

ОСНОВНОЕ МАГИТОУПРУГОЕ 

УРАВНЕНИЕ ПЛАСТИНЫ. 

Будем рассматривать неферромаг-

нитных тонких кольцевых пластин 

находящихся под действием нестацио-

нарных электромагнитных и механиче-

ских полей. Пренебрегая влиянием 

процессов поляризации и намагничива-

ния, считаем, что к торцу пластину 

подводится переменный электриче-

ский ток от внешнего источника. Пред-

полагается, что сторонний электриче-

ский ток в невозмущенном состоянии 

равномерно распределен по пластину 

(плотность тока не зависит от коорди-

нат). Предположим, что геометриче-

ские и механические характеристики 

тела таковы, что для описания процесса 

деформирования применим вариант 

геометрически нелинейной теории тон-

ких пластин в квадратичном приближе-

нии. 

Также предполагаем, что относи-

тельно напряженности электрического 

поля 𝐸⃗  и напряженности магнитного 

поля 𝐻⃗⃗  выполняются электромагнит-

ные гипотезы [1]. Эти допущения явля-

ются некоторым электродинамическим 

аналогом гипотезы недеформируемых 

нормалей и вместе с последней состав-

ляют гипотезы магнитоупругости тон-

ких тел. Принятие этих гипотез позво-

ляет свести задачу о деформации трех-

мерного тела к задаче о деформации 

выбранной произвольным образом ко-

ординатной поверхности. 

На основе соотношений магнито-

упругости тонкой оболочки и с исполь-

зованием соотношений нелинейной 

упругости, а также закона Ома и си-

стему уравнений электродинамики ос-

новные уравнения неферромагнитных 

токопроводящей тонкой кольцевой 

пластины могут быт получено следую-

щим образом: 

Магнитоупругие кинетические 

уравнения имеют вид 
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Выражений для деформаций: 
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В равенствах (1) – (4) принято: 𝜈𝑟 =

𝜈𝜃𝑟 ,  𝜈𝜃 = 𝜈𝑟𝜃, 𝑒𝑟𝜈𝜃 = 𝑒𝜃𝜈𝑟; 𝜈𝑟 , 𝜈𝜃 −ко-

эффициенты Пуассона; 𝑒𝑟 , 𝑒𝜃 −модули 

Юнга; 𝑢, 𝑤 −перемещения; 𝑁𝑟, 

𝑁𝜃 −тангенциальные усилия; ,rM

𝑀𝑟 , 𝑀𝜃 − изгибающие моменты; 

𝑄𝑟 −обобщенное перерезывающее уси-

лие; 𝜒𝑟 , 𝜒𝜃 − главные кривизны сре-

динной поверхности неферромагнит-

ной гибкой пластины; 𝑁𝑟 , 𝐵𝑟
± −извест-

ные значения компонент тангенциаль-

ных составляющих магнитной индук-

ции на поверхностях неферромагнит-

ных токопроводящей гибкой кольце-

вой пластины. 

Выражения для пондеромоторных 

сил Лоренца имеют вид 
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III. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ  

МАГНИТОУПРУГОЙ НЕЛИНЕЙ-

НОЙ СВЯЗАННОЙ ЗАДАЧИ. 

Разработанные методики к числен-

ному решению связанных задач магни-

тоупругости неферромагнитных токо-

проводящих гибких пластин с учетом 

геометрической нелинейности, осно-

ван на последовательном применении 

конечноразностной схемы Ньюмарка, 

метода линеаризации и дискретной ор-

тогонализации [1-2]. 

После некоторых преобразований 

(1)-(5) получаем полную систему нели-

нейных дифференциальных уравнений 

магнитоупругости в форме Коши, ко-

торая описывает напряженно-дефор-

мированное состояние токопроводя-

щей неферромагнитной гибкой кольце-

вой пластины при нестационарном воз-

действии механического и магнитного 

полей: 
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Полученная нелинейная связанная 

система гиперболо - параболических 

уравнений магнитоупругости восьмого 

порядка в частных производных с пере-

менными коэффициентами описы-вает 

симметричную деформацию токопро-

водящих неферромагнитных гибких 

кольцевых пластин переменной вдоль 

радиуса толщины.  

После применении конечнораз-

ностной схемы Ньюмарка и метода 

квазилинеаризации к разрешающей си-

стемы (6), получим следующие си-
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Последнем этапе магнитоупругая 

задача для токопроводящей неферро-

магнитной гибкой кольцевой пластины 

решаются с методом дискретной орто-

гонализации. 

IV. АНАЛИЗ ЭЛЕКТРОМАГНИТ-

НЫХ ЭФФЕКТОВ 

Рассмотрим нелинейной деформа-

ции токопроводящей неферромагнит-

ной гибкой кольцевой пластины из бо-

роалюминия переменной толщины, 

находящейся под воздействием неста-

ционарных механических и электро-

магнитных сил. Предполагаем, что сто-

ронний электрический ток в невозму-

щенном состоянии равномерно распре-

делен по неферромагнитной пластине, 

т.е. плотность стороннего тока не зави-

сит от координат. В этом случае на то-

копроводящей неферромагнитной гиб-

кой пластину действует комбинирован-

ное нагружение, состоящее из пондеро-

моторной силы Лоренца и механиче-

ской силы. 

На основе сравнения результатов ре-

шений, полученных для токопроводя-

щего ортотропного пластины из берил-

лия и токопроводящего изотропного 

пластины из алюминия, а также для 

изотропного пластины из алюминия 

при отсутствии магнитного поля и сто-

роннего тока. Исследуем напряженно-

деформированного состояния гибкой 

кольцевой пластины  в нелинейной по-

становке.  
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Контуры пластины закреплены сле-

дующим образом: 
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Начальные условия принимают вид 
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При решении задачи параметры 

принимают следующие значения: 
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Решение задачи определено на ин-

тервале времени 𝜏 = 10−2𝑐, шаг инте-

грирования по времени принять рав-

ным: 𝛥𝑡 = 1 ⋅ 10−3𝑐 при ста точках ин-

тегрирования по длине оболочки. Мак-

симальные значения получены при 

шаге по времени 𝑡 = 5 ⋅ 10−3𝑐. Отме-

тим, что в рассматриваемом случае 

анизотропия удельного электрического 

сопротивления равно 𝜂3/𝜂1 = 4.07. На 

рис. 1 показаны распределения макси-

мальных значений  меридионального 

изгибающего момента 𝑀𝑆 вдоль ради-

уса пластины в момент времени 𝑡 = 5 ⋅

10−3𝑐 для всех вариантов: 1 - токопро-

водящей ортотропный пластины из бе-

риллия; 2 - токопроводящей изотроп-

ный пластины из алюминия; 3 - изо-

тропный пластины из алюминия при 

отсутствии магнитного поля и сторон-

него тока

 

Рис 1. 1 - ортотропная пластина из бериллия; 2 - изотропная пластина из алюминия; 3 - изотропная 

пластина из алюминия при отсутствии магнитного поля и стороннего тока. Распределение 𝑀(𝑠) 

при 𝑡 = 5 ⋅ 10−3𝑐 для всех вариантов.
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Из приведенных кривых видно, что 

картина распределения изменения из-

гибающего момента отличаются коли-

чественно и качественно. На отрезке 

0,08м<r<0,4м наблюдается противо-

фазное распределение изгибающего 

момента. Максимальные их значения 

возникают около левого сечения пла-

стины при 𝑟 = 0.04м.   При этом при 

наличии магнитного поля и стороннего 

тока и их отсутствии значения изгиба-

ющего момента отличаются в 1,5 раза.  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрена упругая пла-

стина, изготовленная из токопроводя-

щего неферромагнитного электропро-

водящего материала, находящейся под 

воздействием переменной по времени 

механической силы и во внешнем не-

стационарном электромагнитном поле. 

Магнитоупругая нелинейная задача 

для токопроводящей неферромагнит-

ной гибкой кольцевой пластины из бо-

роалюминия переменной толщины рас-

смотрено в связанном виде. Получены 

численные результаты и проведены 

анализ электромагнитных эффектов. 

Приведенные результаты дают воз-

можность оценить влияние нелинейно-

сти на напряженно-деформированное 

состояние токопроводящей неферро-

магнитной гибкой кольцевой пла-

стины. 
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Abstract. When a conducting body moves in a magnetic field or when the magnetic 

field changes with time, induced currents and the ponderomotive Lorentz forces caused 

by them arise in the body, which, in turn, is accompanied by deformation of the medium 

and the appearance of stress waves. The motion of an elastic medium in a magnetic field 

is described by a joint system of equations of electrodynamics of a slowly moving medium 

and equations of the dynamic theory of elasticity, taking into account ponderomotive 

forces. This system of equations is non-linear due to the non-linearity of the relations of 

the generalized Ohm's law and expressions for ponderomotive forces. The work mathe-

matically simulates the magnetoelastic vibrations of non-ferromagnetic annular plates 

under the influence of non-stationary electromagnetic forces and mechanical loads, tak-

ing into account electric currents. Numerical results are obtained and an analysis is made 

of the electromagnetic effects of the stress-strain state of non-ferromagnetic annular 

plates. 

Keywords: plates, shells, deformation, stresses, electromagnetic field, magnetoe-

lasticity. 
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Annotatsiya. Elastik jism magnit maydonida harakatlanganda yoki magnit maydoni 

vaqt bo’yicha o’zgarganda jismda indusirlangan tok paydo bo’ladi va natijada pondero-

motor Lorens kuchlari vujudga keladi, hamda muxit deformasiyalanadi, shuningdek, 

kuchlanish to’lqinlari paydo bo’ladi. Magnit maydonida elastik jism harakatini sekin 

harakatlanuvchi muxit elektrodinamika tenglamalari sistemasi va ponderomotor 

kuchlarni hisobga olgan holda dinamik elastiklik nazariyasi tenglamalari sistemalarini 

birgalikda qarash orqali tadqiq qilish mumkin. Bu sistema pondemotor kuchlari ifodasi 

va umumlashgan Om qonuni munosabatlari nochiziqli bo’lganligi sababli nochiziqli 

bo’ladi. Maqolada nostatsionar elektromagnit kuchlar va mexanik yuklanishlar ta`sirida 

bo`lgan ferromagnit bo`lmagan yupqa xalqabiy plastinkaning magnitoelastik tebranishi 

matematik modellashtirilgan. Sonli natijalar olingan va ferromagnit bo`lmagan tok 

oʻtkazuvchi xalqabiy plastinkaning kuchlanganlik deformatsiyalangan holati va elektro-

magnit effektlar tahlili oʻtkazilgan. 

Kalit soʻzlar: plastinka, qobiq, deformatsiya, kuchlanish, elektromagnit maydoni, 

magnitoelastiklik. 


