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Аннотация. В статье рассматриваются некоторые важные проблемы преоб-

разования логических формул общего вида, построенные на базе логические опера-

ций, импликация, эквивалентности, сложение по модулю 2 и Шеффера к виду дизъ-

юнктивной нормальной формы и оценки их сложности. Предложен локальный ме-

тод преобразование логических формул общего вида к совершенной диъюнктивной 

и конъюнктивной нормальной формы. 
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нормальная форма, совершенная конъюнктивная нормальная форма, локальный 

метод. 

 
I. ВВЕДЕНИЕ 

В современной технике управляю-

щих и вычислительных устройств важ-

ное место занимает дискретные пре-

образователи, т.е. устройства, которые 

обладают некоторым числом входов и 

выходов. Наборы сигналов, поступаю-

щие на входы и возникающие на выхо-

дах, принадлежат известным конечным 

множествам. Устройства осуществ-

ляют преобразования входных наборов 

сигналов в выходные. Математической 

моделью таких устройств являются так 

называемые схемы из функциональных 

элементов [1, 2].  

При этом сложно найти оптималь-

ные решения проблемам преобразова-

ния логических формул общего вида, 

построенных на базе логических опера-

ций, импликаций, эквивалентности, 

сложения по модулю 2 и Шеффера к 

виду дизъюнктивной нормальной 

формы и оценки их сложности.  

В данной статье предлагается ло-

кальный метод преобразование логиче-

ских формул общего вида к совершен-

ной дизъюнктивной и конъюнктивной 

нормальной форме. 

II. ЗАДАЧА СИНТЕЗА СХЕМ 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ  

ЭЛЕМЕНТОВ. 

Пусть заданы алфавиты переменных 

X = {xi} и Z = {zj} (здесь символ {xi} 

обозначает всех xi, где индекс і пробе-

гает натуральный ряд или его подмно-

жество, т.е.  i= 1, 𝑛  ; j = 1, 𝑝 ). Рассмот-

рим логическую сеть , имеющую n 

входов и p выходов. 

Определение. Схемой из функцио-

нальных элементов (Ф.Э.) назыается 

логическая сеть, входам и выходам ко-

торой приписаны различные буквы 

xi1,xi2,…,xin и zj1,zj2,…,zjp соответ-

ственно из алфавитов Х и Z. Получен-
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ную таким образом схему будем обо-

значать через (xi1,xi2,…,xin; zj1,zj2,…,zjp) 

[3]. 

Проблема синтеза схем из Ф.Э. со-

стоит в следующем.  Задан базис 

F={g1,g2,…,gt }, giP2, i=1, 𝑡 функцио-

нальных элементов и задана произ-

вольная система булевых уравнений 

( )

( )

( )

1 1 1 2

2 2 1 2

3 3 1 2

, ,...,

, ,...,

...

, ,...,

n

n

n

z f x x x

z f x x x

z f x x x

=


=


 =

              (1) 

где    xi{0,1}, i = 1,2,…,n. Требуется 

построить схему  (xi1,xi2,…,xin; 

zj1,zj2,…,zjp) любого базиса бульевой ал-

гебры [4-6]. 

Постановка задачи: Пусть задан 

базис F={┐x,x1&x2,x1vx2}состоящих из 

функциональных элементов  реализую-

щую систему (1) и требуется построить 

схему (x1, x2,…, xn; f), где каждая 

функция системы имеет вид: 

f(x1,x2,…,xn) = A1 v A2 v … v As 

и каждая выражение Ai(i = 1,2,…,s)  

сложные конъюнкции входящих сигна-

лов. 

В многополюсном сети Рn все функ-

ции fі(x1,x2,…,xn) выполняет каждую 

схему последовательности операций 

“” (сложение по модулю 2) (1-рис.). 

Известно, что во многих случаях опти-

мальным является базис Q = {┐x,x1 

&x2,x1vx2} в котором легко приводится 

к этой задаче (рис. 1) для минимизации 

схем Ф.Э. 

 

Рис. 1.  Схема функциональных элементов 

 

Для этого требуется все функции си-

стемы (1) перевести  к  базису D1= {┐x, 

x1 & x2, x1 v x2}. 

III. АНАЛИТИЧЕСКИЕ  

ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

БҮЛЬЕВЫХ ФУНКЦИИ. 

Аналитические критерии преобразо-

вания, исследующие вопросы преобра-

зования формул над произвольным ба-

зисом (системы функции) в формулы 

над базисами: 

{𝑥1⋀𝑥2, 𝑥1⋁𝑥2, ⇁ 𝑥} 

Здесь через выражение вида 

{𝐴𝑖}01

𝑚 ≡ {𝐴𝑗
∗}02

𝑚1
, где 

{𝐴𝑖}0
𝑚 = 𝐴1 ∘ 𝐴2 ∘ … ∘ 𝐴𝑚 

будем обозначать преобразование из 

последовательной логической опера-

ции 01 в операцию 02; здесь 𝑚1 =

𝐾02

01(𝑚) число сложных конъюнкций 

(э.к.) в {𝐴𝑗
∗}02

𝑚1
; 𝐴𝑖, 𝐴𝑗

∗ − э. к. ; 01,02–сим-

волы логических операции; 𝐿02

01 (𝑚) – 

число вхождении переменных в  

{𝐴𝑗
∗}02

𝑚1
, 𝑖 = 1,2, … , 𝑚; 𝑗 = 1, … , 𝑚1. 

Дальше, рассмотрено критерии пре-

образования формул: 

{𝐴𝑖}~
𝑚 ≡ {𝐴𝑗

∗}∨
𝑚1

, 
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{𝐴𝑖}Σ
𝑚 ≡ {𝐴𝑗

∗}∨
𝑚1

, 

{𝐴𝑖}→
𝑚 ≡ {𝐴𝑗

∗}∨
𝑚1

, 

{𝐴𝑖}𝐼
𝑚 ≡ {𝐴𝑗

∗}∨
𝑚1

, 

(что позволяет исключить промежу-

точные результаты в процессе преобра-

зования) и оценка их сложности –

𝐾𝑜2

01(𝑚), 𝐿02

01 (𝑚), а так же теоретически 

обоснован новый подход к преобразо-

ванию формул над произвольным бази-

сом в дизъюнктивной нормальной 

форме (д.н.ф.). 

Определение. Множества элемен-

тарных или сложных конъюнкции вида   

{xi1
σ1 ∙ xi2

σ2 ∙…∙ xie
σe} будем называть по-

добными, если  σit = 1, σjk = 0,   t = 1, 2, 

…, q; k = q+1, q+2,…,e, где  xijk называ-

ется переменные с отрицанием, а число 

е рангом элементарной конъюнкций 

[5]. 

IV. КРИТЕРИИ  

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ К БАЗИСУ 

Д.Н.Ф. 

Теорема-1.  В преобразование  

{Ai}~m ≡ {Aj*}vm1 

формула {Aj*}vm1 имеет следующие 

свойства [6]: 

а) ранг каждой э.к.  Aj* равен m; 

б) в каждой э.к. участвует четное ко-

личество переменных с отрицанием;  

в) число подобных э.к. равно Cm
K 

(k=0,2,…,M) , где  

,

1,

m если m четное
M

m в противном случае


= 

−
 

 

г) в m–мерном кубе все подобные 

члены д.н.ф. соответствует нечетным 

уровням куба, если m нечетное, в про-

тивном случае –соответствует четным;   

д) 𝐾
~(m) = 2m-1 , 

е) 𝐿
~ (m) = m ∙ 2m-1 

и имеет вид: 

{Ai}~m≡{Aj*}vm1≡VA1
σ1A2

σ2 ∙…∙Am
σm 

(σ1σ2…σm) 

(σ1~ σ2 ~…~ σm) = 1 

Закон {=>} → {𝐕}.  

1-свойство. 𝐴𝑖𝑖=1
𝑚  = ( Ai𝑖=1

𝑚−1 )  v 

Am = ┐( 𝐴𝑖𝑖=1
𝑚−1  ) v Am. 

Доказательство.  Применяем метод 

индукции [7-8]: 

а) если m = 2 имеем: 

( )1

2 1 2 1 2.ii A A A A A=  =  =   

б) пусть для m = k свойства выпол-

нено, докажем для m=k+1: 

A𝑖𝑖=1
𝑘  = ┐( 𝐴𝑖𝑖=1

𝑘−1 )  v  Ak, 

𝐴𝑖𝑖=1
𝑘+1 = ┐( 𝐴𝑖𝑖=1

𝑘  )  v  Aк+1 = 

= ┐(┐( 𝐴𝑖𝑖=1
𝑘−1  ) v AK ) v Aк+1, 

где,  ┐ 𝐴𝑖𝑖=1
𝑘−1  v Ak = ┐┐(┐=> Ai v Ak) = 

┐(=>Ai Ak) = ┐(=>Ai) v Ak = 𝐴𝑖𝑖=1
𝑘+1 . 

свойство доказано. 

2-свойство.   

𝐴𝑖𝑖=1
𝑚 = ┐( 𝐴𝑖𝑖=1

𝑚−1
i & ┐Am). 

3-свойство. 

( )( )

( )( )

1 2 3 2 1 ,

1

1 2 4 3 2 1

... ... ;

... ... , .

m m m
m

i

m m m

A A A A A A если m четное
Ai

A A A A A A A в противном случае

− −

=

− −

    
 = 

   

    (2) 

Теорема-2. Преобразование {Ai} → 

m ≡ {Aj*}vm1 можно записать в един-

ственном виде д.н.ф [9]: 
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 
1

1 1
2 2 2

1 2 1 1 2 2 1

1 1

2 2
1 2 1 2

, 2 ,

*

, 2 1

m m m

i i j j i j i m

m

i v m m

j j i j i m

A V A A A если m k

A

V A A A если m k

− −

= − = = −

− −

= − =

  
      =  
  

= 
 

   = + 
 

                (3) 

и 

( )
1

/ 2 1, ,

1 / 2, ;
v

m если m четное
m K

m в противном случае

→
+

= = 
+

 

( )

2

1

1

2

1

/ 2, ,

, .

m

i

v m

i

i m если m четное

L m

i в противном случае

=→

+

=


 +


= 








Доказательство.  Применяем метод 

индукции: 

а) для m = 2 справедливо следую-

щее: A1 → A2 ≡ ┐A1 v A2. 

б) Пусть равенство (2) выполняется 

при m = n. Теперь докажем это равен-

ство для m = n+1.  

Предположим, количество элемен-

тов левых частей четное, т.е. n = 2k.    

Тогда равенство представляется в та-

ком виде: 

( )( )1 1 2 3 2 1... ... .n

i i n n nA A A A A A A= − − =    

А, для m = n+1 справедливо следую-

щее: 

( )

( )( )( )

( )( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )( )

1

1 1 1 1 1

1 1 2 3 2 1

1 1 2 3 2 1

1 1 2 3 2 1

1 1 2 3 4 3 2 1

1

... ...

& ... ...

... ...

... & ...

n n n

i i i n i n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n n

n

Ai Ai A Ai A

A A A A A A A

A A A A A A A

A A A A A A A

A A A A A A A A A

A

+

= = + = +

+ − −

+ − −

+ − −

+ − − −

+

   →    

      

        

      

        

 ( )( )( )1 2 3 4 3 2 1... ... .n n n nA A A A A A A A− − −    

 

Таким образом, соотношение (2) до-

казано. Аналогичным образом из (2) 

можно получить формулу для нечет-

ных аргументов, т.е.вторую часть соот-

ношение (2). Количество э.к. и число 

вхождений переменных формулы 

{Aj*}v
𝑚1

 , т.е. Kv→(m) и Lv → (m) можно 

легко получать из (3.). 

Теорема доказано. 
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Закон {} → {𝑽} 

Теорема–3.  В преобразовании 

{Ai}Σm≡{Aj*}vm1 формула {Aj*}vm1 

имеет следующие свойства [7]: 

а) ранг каждой э.к. Aj* равен m; 

б) в каждой э.к. число выражений с 

отрицанием четно, если, m нечетное, в 

противном случае – нечетно;  

в) число подобных э.к. равно Cm
k, 

где 

0,2,..., , ,

1,3,..., , , ;

M если m нечетное
k

M в противном случае M m


= 


 

г) в m - мерном кубе все подобные 

члены д.н.ф соответствует нечетным 

уровням куба [8];  

д) m1=KvΣ(m) = 2m-1; 

е)  LvΣ(m) = m* 2m-1 и имеет вид со-

вершенной д.н.ф.:  

{Aj*}vm1 = V A1
σ1A2

σ2…Am
σm 

(σ1σ2 …σm) 

(σ1 σ2… σm )=1 

Закон {/} → {𝐕} 

1-свойство. m – степень полинома  

Шеффера через конъюнкцию можно 

написать следующим образом [16]: 

m//і=1Ai ≡ ┐(m-1//i=1Ai & Am)         (4) 

Доказательство: В (4) формуле вве-

дем обозначение: G=m-1//I=1Ai, Q=Am. 

Тогда на основе элементарных формул 

имеем [9]:      

( ) ( )
1

1

/ / /

& / / & .

m

i

m

i m

Ai G Q G Q

G Q Ai A

=

=

= =   =

=  = 
 

Свойство доказано. 

Теорема-4.    При {Ai}//m≡{Aj*}vm1 

формулу {Aj*}vm1 можно записать в 

виде д.н.ф следующем образом: 

 
1

1 1 1
2 2 2

1 1 2 1 1 2 1

1 1 1
2 2 2

1 1 2 2 2 1 2

, 2,

*

,

m m m

i i j i j i m

m

i m m m

i i j j i j i m

A A V A A если m

A

A A V A A A в противном случае

− − −

= + = = +


− − −

= = − =

  
    =  

  
 

 
    

 

 

или 

( )( )( )
( )( )( )

2 4 2 11 3 3

1

2 4 31 3 4 2 1

... ... , 2 ,

/ /

... ... ,

m m mm m
m

i

m m mm m

A A A A A A A A если m k

Ai

A A A A A A A A A в противном случае

− −− −

=

− −− −

      =


 
     


 

 

где последняя формула получена из ос-

новной формулы способом выноса за 

скобки одинаковых э.к. [17], и 

( )
( )

/
/ 2 1, 2 ,

1 / 2, ;
V

m если m k
K m

m в противном случае

+ =
= 

+
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( )

/2

1
/

1

2

1

/ 2, 2 ,

, .

m

i

mV

i

i m если m k

L m

i в противном случае

=

+

=


+ =


= 








 

Теорема легко доказывается анало-

гично теореме 2. 

V. ЛОКАЛНЫЙ МЕТОД  

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФОРМУЛ 

ПРОИЗВОЛНОГО БАЗИСА К  

СОВЕРШЕННОЙ К.Н.Ф. 

Пусть, F(x1, x2, …, xn ) = A1vA2v…v Al 

логическое выражение заданное в про-

извольном базисе. 

Теорема-5.   Если множество набо-

ров {̃1, ̃2, …., ̃t}  является решением 

системы  

1 1 2

2 1 2

1 2

,   ,  . ,      0,

,   ,  . ,      0,

...

,   ,  . ,      0,

( )

( )

( )

n

n

l n

A x x x

A x x x

A x x x

 =

 =

 =

         (5) 

где ̃i = (𝛼1
𝑖 , 𝛼2

𝑖 , …., 𝛼𝑛
𝑖 ), 𝛼𝑗

𝑖{0,1}, 

i=1,2, …, t; j = 1,2, …, n, то д.н.ф., полу-

ченная из произведения  

( )1 2

1 1 2& ... ,
ii i
nt

i nx x x
 

=     

где  𝑗
𝑖 = 𝛼𝑗

𝑖, i=1,2, …, t; j = 1,2, …, n, 

полностью реализует выражение 

F(x1,x2 , …., xn) [18]. 

Доказательство. Нетрудно заме-

тить, что А1vA2v … v Al = 0 только в том 

случае, если Ai=0 для любого 

i(i=1,2,…,l) [18-21]. 

Следовательно, если множество 

наборов ̃i = (𝛼1
𝑖 , 𝛼2

𝑖 , …., 𝛼𝑛
𝑖  ), i= 1, 𝑡 яв-

ляется решением системы (5), то оно 

является и решением уравнения 

FF(x1, x2, …., xn ) = 𝐕𝑗=1
𝑡 (𝑥1

γ1
𝑗

 &𝑥2

γ2
𝑗

 & 

…. & 𝑥𝑛
γ𝑛

𝑗

 ) = 1, 

где 

γі
𝑗
= 𝛼𝑖

𝑗
, γі

𝑗
   {0,1}, 

, 1,

, 0,

x если
x

x если






=
= 

 =
 

т.е. 

0   1.( ) ( )i iF и FF = =  

Отсюда видно, что 0( )iFF  =  и 

для любого 2

nE  справидливо 

( ) ( )1 2 1 2 , , ,   , , , ,n nF x x x FF x x x =    

где 

( )( )
( )

1 2

1 2

1 1 2

1 1 2

& &...&

& ... ,

ii i
n

ii i
n

t

i n

t

i n

FF V x x x

x x x

 

 

=

=

 =  =

=   

 

и 

.i i i

j j j  = =  

Теорема доказано. 

Пусть дана система логических 

уравнений в следующем виде: 

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

,   ,  . ,      

,   ,  . ,      

...

,

)

  ,  .(  , )  

(

( )

  

n

n

e n e

A x x x

A x x x

A x x x







 =


 =


  =

 

где 1 2 ... 1e  = = = = , 

   2 21,   ,  . 0 1,  ,n Ex x x  = . 
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Тогда по свойству совершенной 

д.н.ф. легко увидеть, что 

 

( )21

1

1 2

2

,   ,  . 

&

 

&...&

,

n

n

n

F

V

x x x

x x x
 

 =

=
 

где ( )  1 2, ,..., 0,1n    , 

( )1 2, ,..., 1nF    = . 

Поэтому, от того, что совершенная 

д.н.ф. по сути двоиственной совершен-

ной к.н.ф. они приводится к одной за-

дачи логической алгебры. Тогда они во 

многих местах дополняют друг друга 

по сложностью оценки представления 

и бывает одинаковой. Таким образом 

для обоих случаях оценки сложности 

имеет: ( ) 12n

KL F −  

Это свойства оценки сложности  со-

хранаяется для любого с.д.н.ф. и 

э.к.н.ф. 

Нетрудно заметить, что если си-

стема (5) несовместно, то выражение 

 1 2,   ,  . ,  nF x x x  реализует n-мер-

ный куб. 

Пример. 

1) Начальная аналитическая фор-

мула: 

1 2 3 4R A A A A=  

где 

1 1 3 5

2 2 3 4 5

3 3 5

4 1 3 5

& &

& & &

&

& &

A X X X

A X X X X

A X X

A X X X

= 

=  

=  

=   

 

2) Вид формулы в сокращенном ба-

зисе. 

 

 

~ X1 X2 X3 X4 X5 

1 1 * 0 * 1 

2 * 0 1 0 1 

3 * * 0 * 0 

4 0 * 0 * 0 

 

3) σ1 ~ σ2 ~ σ3 ~ σ4 = 1 множества 

наборов выполняющих равенств: 

4) R = ¬A1 &¬ A2&¬ A3 &¬A4 v 

¬A1&¬ A2A3 &A4 v¬ A1 &A2 &¬A3 & 

A4 v ¬ A1 &A2 &A3 &¬A4 v A1 &¬A2 

&¬A3A4 v A1& ¬A2&A3&¬A4 v A1 &A2 

&¬A3 &¬ A4 v A1 &A2 &A3 & A4 

5) Результат формулы в сокращен-

ном базисе: 

V X1 X2 X3 X4 X5 

1 * 1 1 * * 

2 * * 1 1 * 

3 * * 1 * 0 

4 0 1 * * 1 

5 0 * * 1 1 

6 0 * 0 * * 

 

6) Результать в аналитической 

форме: R2 = X2 & X3 v X3 & X4 v X3 &X5 

v X1 & X2 & X5 v X1 & X4 &X5 v X1& X3 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе было показано, эффектив-

ные методы преобразования аналити-

ческих логических формул  

R = A1  A2  …  Am , 

к Д.Н.Ф., где   - одна из этих логиче-

ских операции- {  , → ,  , ,  / , & } и 

Аі любая булева формула из  Р2 , в 

частном случае Аі (і= 1, 𝑚 ) -элементар-

ная конъюнкция. 

 Как нам известно из производствен-

ной технологии, медицины, военной 

техники, научных направлениях и др. 

проблемных вопросах распознавании в 
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основном применяется формулы и за-

дачи реализуемый  в базисах ДНФ:  

{ х , х1 & х2 , х1  х2 }. 

 Всем известно, что преобразование 

формул в аналитическом виде очень 

трудоемка. 

Поэтому выше рассматриваемые ме-

тоды применение при большом числе 

элементов A1, A2, …, Am можно до-

биться при прямом преобразовании ло-

гических формул эффективных запи-

сей и значительной экономии памяти 

вычислительной техники. С помощью 

теорем доказана эффективности мето-

дов и оценки их сложности с точки зре-

ния числа вхождения переменных и 

сложных конъюнкций. Предложен ло-

кальный метод преобразование логиче-

ских формул заданных из любого ба-

зиса  к совершенной конъюнктивной 

нор-мальной формы. В конце работы 

приведен тестовый пример для логиче-

ской формулы эквивалентностей. 
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Abstract. Some important problems of transforming logical formulas of a general 

form based on the logical operations of implication, equivalence, addition modulo 2 and 

Schaeffer to the form of a disjunction normal form and estimating their complexity are 

considered. A local method is proposed for transforming general logical formulas into 

perfect disjunction and conjunction normal forms. 

Keywords: transformations, logical formula, functional element, synthesis, dis-

junctive normal form, perfect disjunction normal form, perfect conjunction normal form, 

local method. 

MANTIQIY FORMULALARNI DIZ’YUNKTIV NORMAL  

KOʻRINISHGA KELTIRISHNING BA’ZI BIR KRITERIYALARI. 
Bayjumanov A.A.1 
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Annotatsiya. Implikatsiya, ekvivalensiya, 2 moduli boʻyicha qoʻshish, Shiffer amal-

lari qatnashgan umumiy koʻrinishdagi mantiqiy formulalarni dizyunktiv normal shaklga 

keltirish va uning murakkabligini baholashdagi ba’zi bir muhim muammolar qaraladi. 

Kalit soʻzlar: almashtirish, mantiqiy formula, funksional element, sintez, dizyunk-

tiv normal shakl, mukammal dizyunktiv normal shakl, mukammal konyunktiv normal 
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