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Аннотация. Задача плоского прямоугольного раскроя принадлежит к классу 

NP-трудных задач, то есть для ее точного решения неизвестны алгоритмы поли-

номиальной трудоемкости.  До сих пор не разработано эффективных и доста-

точно точных способов расчета нижних границ для данной задачи, позволяющих 

определить достижение оптимума. Таким образом, точные алгоритмы сводятся 

к полному перебору вариантов. В связи с этим, использование точных алгоритмов 

для решения задачи плоского прямоугольного раскроя часто оказывается нецеле-

сообразным и невозможным по причине больших затрат времени. Поэтому боль-

шое значение уделяется разработке и исследованию эвристических методов оп-

тимизации. В настоящей работе рассмотрен алгоритм имитации отжига и опи-

сан вариант этого алгоритма применительно к задаче оптимизации на множе-

стве перестановок. Показано, что ряд классов задач плоского прямоугольного рас-

кроя имеют фрагментарную структуру и, таким образом, поиск оптималь-

ных(субоптимальных) решений этих задач можно свести к поиску оптимальной 

перестановки.  Это позволило создать гибридный алгоритм отыскания субопти-

мальных решений задач плоского прямоугольного раскроя на основе комбинации 

алгоритма имитации отжига и фрагментарного алгоритма. 

Ключевые слова: дискретная оптимизация, метаэвристика, фрагментар-

ная структура, алгоритм имитации отжига, задача плоского прямоугольного рас-

кроя. 

 
I. ВВЕДЕНИЕ 

Для большинства классов задач дис-

кретной оптимизации не известны точ-

ные алгоритмы поиска оптимального 

решения, сложность которых ограни-

чена полиномом от длины условия за-

дачи. В частности, к таким классам от-

носятся различные варианты задачи 

плоского прямоугольного раскроя [1]. 

Задачи такого типа часто возникают на 

практике и поэтому необходимы ме-

тоды, которые позволяют получить 

хотя бы приближенные (в каком-либо 

смысле) решения этих задач. Практиче-

ски единственным инструментом отыс-

кания приближенных решений подоб-

ных задач за приемлемое время явля-

ются метаэвристики. 

Относительная простота метаэври-

стик [2,3], ограниченный объем памяти 

и высокая скорость делают их незаме-

нимыми для решения прикладных за-

дач, в которых требуется получить хотя 
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бы допустимое решение, более или ме-

нее отвечающее требованием заказ-

чика. Метаэвристики не имеют теоре-

тического обоснования. Единственным 

подтверждением их качества является 

практика, то есть результаты, получен-

ные на тестовых примерах, факты ре-

шения реальных прикладных задач и 

т.п. Но в задачах практики как правило 

имеется достаточно много ограниче-

ний, которые не позволяют создать 

универсальный метод решения для 

большого числа прикладных задач. Ча-

сто подобные трудности возникают 

при переходе от непрерывных задач к 

дискретным. В настоящей работе пред-

лагается подход к дискретным задачам 

с использованием фрагмен-тарных 

структур. Такой подход, хотя и не явля-

ется универсальным, позволяет доста-

точно просто строить гибридные алго-

ритмы на основе существующих ме-

таэвристик для большого класса дис-

кретных оптимизационных задач.  

В работе предлагается гибридный 

алгоритм такого типа на основе комби-

нации фрагментарного алгорит-ма и 

алгоритма имитации отжига для неко-

торых классов задач плоского прямо-

угольного раскроя. 

II. АЛГОРИТМ ИМИТАЦИИ  

ОТЖИГА. 

Название алгоритма «имитация от-

жига» (simulated annealing) предложено 

в работе [4-6], где рассмотрена метаэв-

ристика, основан-ная на процессе, 

напоминающем процесс отжига, при-

меняемый в металлургии. В этом про-

цессе металл или сплав нагревается до 

высокой температуры и охлаждается 

по некоторому закону до комнатной 

температуры. Вероятность изменения 

положения атома в кристаллической 

решетке p связана с потенциальной 

энергией решетки E и температурой T 

согласно закону Максвелла-Больц-

мана. По этой причине при охлаждении 

металла общая потенциальная энергия 

решетки значительно уменьшается, что 

улучшает характеристики металла. 

Для поиска решения оптимизацион-

ной задачи "нахождения точки макси-

мума функции F(x) на множестве про-

извольной природы" алгоритм имита-

ции отжига может быть описан следу-

ющим образом: 

На каждой итерации алгоритма по 

определенному правилу генерации ге-

нерируется новое решение x X . Сге-

нерированное решение x сравнивается 

с текущим (наилучшим) решением 

*x X . Если решение x «лучше» теку-

щего ( ( ) ( *)F x F x ), то оно выбира-

ется в качестве текущего решения для 

последующей итерации. Если это ре-

шение хуже текущего ( ( ) ( *)F x F x ), 

то оно выбирается как текущее реше-

ние с вероятностью 

1

1 exp( / )
p

E T
=

+ 
 

Здесь положительный параметр T 

является аналогом температуры, а ве-

личина ( ) ( *)E F x F x = −  интерпрети-

руется как изменение потенциальной 

энергии расплава. 

Более часто используется прибли-

женная формула для вероятности 

( ) ( *)
exp exp

E F x F x
p

T T

 −   
= − =   

   
 

При использовании этой формулы 

величина p находится в промежутке 

(0,1), если выполняется условие 0E 

. Возможность выбора в некоторых 

итерациях «менее оптимального» ре-

шения связана с необходимостью избе-

жать преждевременной сходимости к 
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локальному оптимуму. В начале ра-

боты алгоритма имитации отжига вели-

чина T относительно велика, что озна-

чает сравнительно высокую вероят-

ность выбрать менее оптимальное ре-

шение. В процессе поиска T уменьша-

ется по некоторым законам, и через не-

сколько итераций менее оптимальное 

решение выбирается уже со значи-

тельно меньшей вероятностью. Функ-

цию kT T= , по которой температура 

зависит от номера итерации k, назы-

вают «функцией понижения темпера-

туры», или «функцией охлаждения», 

по аналогии с физичес-ким процессом 

отжига. Наиболее простой пример 

функции уменьшения температуры 

дает линейная функция вида 

1k kT T+ = , где  – коэффициент охла-

ждения. Конечно, 0 1   . Другие 

примеры функции уменьшения темпе-

ратуры и правил генерации приводятся 

ниже: 

1) Больцмановский отжиг: 

0

ln(1 )
k

T
T

k
=

+
,  k>0, правило генерации 

задается нормальным распределением 

с математическим ожиданием x* и дис-

персией Tk, т.е. задается плотностью 

распределения 

/2 2( ) (2 ) exp( | *| /2 )D
k k kx T x x T  −= − −

, 

где D – размерность пространства по-

иска, | * |x x−  - расстояние между соот-

ветствующими точками. Пространство 

поиска предполагается метрическим 

пространством. Для больцмановского 

отжига подтверждено [5], что при до-

статочно большом значении параметра 

T0 и достаточно большом количестве 

шагов правило генерации гарантирует 

нахождение глобального максимума с 

любой заданной степенью точности. К 

сожалению, в алгоритме больцманов-

ского отжига температура уменьша-

ется очень медленно. Более быстрые 

алгоритм рассмотрены ниже. 

2) Отжиг Коши (быстрый отжиг) [7]: 

в этом алгоритме 0
k

T
T

k
= , k>0, а пра-

вило генерации задается нормальным 

распределением Коши: 

( )
( 1)/2

2 2
( )

| * |

k
k D

T
x

x x T


+

=

− +

. 

Есть и другие варианты алгоритма 

имитации отжига, как правило, опреде-

ленные на непрерывном прос-транстве 

поиска. 

III. АЛГОРИТМ ИМИТАЦИИ  

ОТЖИГА ДЛЯ ЗАДАЧИ  

КОММИВОЯЖЕРА. 

Рассмотрим классическую задачу 

коммивояжера на полном графе Kn с n 

вершинами [8-11]. Перенумеруем вер-

шины графа числами 1,2,…,n. Каждому 

ребру графа ( , )i j  сопоставлено неот-

рицательное число ( , )i j  - вес ребра. 

Путь коммивояжера с началом и кон-

цом в вершине i1 задается произволь-

ной перестановкой вершин в графе 

1 2, ,..., nx i i i= . Весом(длиной) пути x 

будем называть сумму весов ребер 

этого пути, то есть 

1 2 2 3 1 1( ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ( , )n n nx i i i i i i i i    −= + + + +
. 

Алгоритм имитации отжига для этой 

задачи будет состоять из следующих 

шагов: 

Шаг 0. На этом шаге задается коэф-

фициент охлаждения (0,1)  , вели-

чина максимальной температуры 

0 0T   и максимальное число шагов K 

алгоритма. Выбирается случайным об-

разом начальная перестановка вершин, 
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задающая маршрут 1 2* ( , ,..., )nx i i i=  и 

вычисляемая значение целевой функ-

ции на этом маршруте: 

1

1 1

1

( *) ( , ) ( , )

n

l l n

l

x i i i i  
−

+

=

= +  

…. 

Шаг k (1 k K  ).  Случайным обра-

зом выбираются две позиции s и t в те-

кущей перестановке 1 2* ( , ,..., )nx i i i=  

такие, что 1 s t n   . Строим новую 

перестановку  

1 2 1 1 1( , ,.. , , ... , ,..., ')k
s t t s t nx i i i i i i i i− − += , 

в которой вершины 1 1, ,..., ,s s t ti i i i+ −  пе-

реставляются в обратном порядке. Вы-

числяется значение целевой функции 

( )kx  на перестановке 
kx . Вычисля-

ется новое значение температуры 

1k kT T −= . Если ( ) ( *)kx x  , то по-

лагаем * kx x=  и переходим к очеред-

ному шагу алгоритма. Если 

( ) ( *)kx x  , то вычисляем вероят-

ность 
1

( *) ( )
expk

k

x x
p

T

 

−

 −
=  

 
. Если 

()kp rand , где – ()rand  - функция, 

возвращающая равномерно распреде-

ленное случайное число в диапазоне 

[0,1], то полагаем * kx x=  и переходим 

к очередному шагу. В противном слу-

чае просто переходим к шагу с номе-

ром k+1.  

Алгоритм заканчивает работу, когда 

проведено заданное число шагов K. Те-

кущая перестановка *x , определенная 

на последнем шаге, берется в качестве 

оптимального решения задачи. 

В модификациях алгоритма могут 

быть изменены формула для функции 

понижения температуры и способ гене-

рации решения на очередном шаге. 

Заметим, что описанный выше алго-

ритм решает задачу поиска оптималь-

ной перестановки из n элементов на 

множестве всех таких перестановок с 

целевой функцией ( )x , которая за-

дана на множестве перестановок. Далее 

будет показано, что этот алгоритм мо-

жет быть обобщен на широкий класс 

дискретных оптимизационных задач, а 

именно задач, имеющих фрагментар-

ную структуру.  

IV. ЗАДАЧИ С ФРАГМЕНТАРНОЙ 

СТРУКТУРОЙ 

Фрагментарной структурой [12]  

( , )X E  на конечном множестве X назы-

вается семейство его подмножеств 

 1 2, ,..., nE E E E=  такое, что iE E  , 

E     : \i ie E E e E   . 

Элементы из множества Е будем 

называть допустимыми фрагментами. 

Таким образом, для любого допусти-

мого фрагмента iE  существует нумера-

ция его элементов  1 2, ,...
ii i i isE e e e=  та-

кая, что  1 21,2,... , ,...i i i ikk s e e e E =  . 

Элементарным фрагментом будем 

называть допустимый фрагмент, состо-

ящий из одного элемента. Максималь-

ный фрагмент – допустимый фрагмент, 

который не является подмножеством 

никакого другого фрагмента. 

Максимальный фрагмент может 

быть построен с помощью следующего 

"жадного" алгоритма: 

а) элементы множества X линейно 

упорядочиваются; 

б) на начальном шаге выбирается 

пустое множество 0 ;X =  
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в) на шаге с номером k + 1 выбира-

ется первый по порядку элемент 

\ ,kx X X  такой, что  kX x E ; 

г) алгоритм заканчивает работу, 

если на очередном шаге не удалось 

найти элемент \ kx X X  с требуемым 

свойством. 

Результат работы алгоритма опреде-

ляется заданным линейным порядком 

на множестве X. Таким образом, любой 

максимальный фрагмент может быть 

описан некоторой перестановкой эле-

ментов множества X. Пусть A E . 

Условие для элемента x X , при кото-

ром  A x E , будем называть усло-

вием присоединения элемента x. 

Пусть теперь каждому фрагменту 

приписан вес, то есть задана функция 
1: E R → . Будем предполагать, что 

функция   монотонна по включению 

(возрастающая или убывающая). Если. 

,A B E  и A B , то ( ) ( ) ( )A B   . 

Задача оптимизации на фрагментарной 

структуре, это задача отыскания допус-

тимого фрагмента максимального (ми-

нимального) веса. Очевидно, что для 

монотонных весов оптимальное реше-

ние будет являться максимальным 

фрагментом. 

Любой максимальный фрагмент 

определяется заданным линейным по-

рядком просмотра элементарных фраг-

ментов. Этот порядок определяет ре-

зультат работы фрагментарного алго-

ритма, который и построит требуемый 

максимальный фрагмент. 

Каждый линейный порядок опреде-

ляется некоторой перестановкой ns S  

элементарных фрагментов (n – число 

элементарных фрагментов). Сопоста-

вим каждой перестановке максималь-

ный фрагмент, который ей порожда-

ется. Обозначим это отображение через 

: nS E → . Таким образом, имеет ме-

сто естественная коммутативная диа-

грамма отображений 

1

    

  

   

nS

F

E R

 

→

, 

которая превращает задачу оптимиза-

ции на фрагментарной структуре в за-

дачу оптимизации на множестве перес-

тановок. Причем любая перестановка 

является допустимой. Для больших 

значений n задача поиска оптимальной 

перестановки, как правило, является 

трудной в вычислительном смысле. 

Поэтому для таких задач оправдано 

применение метаэвристик. В частно-

сти, алгоритм имитации отжига, кото-

рый был описан для задачи коммивоя-

жера автоматически переносится на 

любую задачу с фрагментарной струк-

турой. Изменяется лишь правило отыс-

кания значений целевой функции. Для 

получения этих значений используется 

фрагментарный алгоритм, который яв-

ляется индивидуальным для каждого 

класса дискретных оптимизационных 

задач с фрагментарной структурой. В 

качестве примера использования алго-

ритма имитации отжига рассмотрим за-

дачу плоского прямоугольного рас-

кроя.  

V. ЗАДАЧИ ПЛОСКОГО  

ПРЯМОУГОЛЬНОГО РАСКРОЯ 

Рассмотрим следующую постановку 

задачи плоского прямоугольного рас-

кроя [13-16]: 

В качестве матрицы-основы берется 

прямоугольник размерности H W , где 

H, W – положительные целые числа – 

высота и ширина прямоугольника. За-
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дано множество прямоугольных заго-

товок, стороны которых также выража-

ются положительными целыми чис-

лами. Требуется разместить прямо-

угольные заготовки на матрице-основе 

таким образом, чтобы площадь части 

основы, не занятой заготовками, была 

минимальной. 

 

Заготовки могут пересекаться лишь 

по границе. Пример такого размещения 

приведен на рис. 1. Незанятая часть ос-

новы выделена серым цветом. Пусть 

множество заготовок представлено 

набором пар {( , )}i ih w , где ,i ih w  - высота 

и ширина соответствующей заготовки, 

1,2, ,i N= , N – число заготовок. Допу-

стимое решение задачи можно предста-

вить набором троек 1{( , , )}N

i i i it l = . Здесь 

1,  если -я заготовка входит в покрытие,

0,  если -я заготовка не входит в покрытие,
i

i

i



= 


 

,i it l  – соответственно координаты ле-

вого верхнего угла заготовки относи-

тельно матрицы основы.  

Покажем, что рассматриваемая за-

дача может быть представлена, как за-

дача на фрагментарной структуре. 

Каждый элементарный фрагмент соот-

ветствует заготовке и координатами ее 

левого верхнего угла на матрице ос-

нове. Условие присоединения – разме-

щаемая на матрице основе заготовка не 

принадлежит к множеству уже выбран-

ных заготовок и не пересекается с уже 

размещенными на матрице заготов-

ками. Принцип выбора места размеще-

ния Top-Left – верхний левый свобод-

ный угол. 

 

Для этого варианта задачи раскроя 

предложенная выше фрагментарная 

модель задачи не обладает свойством 

достижимости. А именно: не всегда су-

ществует перестановка элементарных 

фрагментов, для которой фрагментар-

ный алгоритм дает оптимальное реше-

ние задачи раскроя. Однако в частном 

случае, когда существует оптимальное 

решение задачи раскроя, в котором 

площадь, не занятая заготовками равна 

0, всегда найдется такая перестановка 

фрагментов, которая реализует опти-

мальное решение задачи. 

В качестве следующего примера 

рассмотрим задачу гильотинного рас-

кроя. Здесь заданный набор прямо-

угольных заготовок должен быть уло-

жен на бесконечной полосе заданной 

ширины W таким образом, чтобы при 

раскрое на элементы использовались 

лишь гильотинные разрезы «от края до 

края». 

На первом этапе заготовки близкие 

по ширине или длине укладываются в 

Рис. 1.  Карта раскроя 

Рис. 2. Вертикальные слои 
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вертикальные или горизонтальные 

слои (рис.2, 3). Слой рассматривается 

как прямоугольник минимального раз-

мера, содержащий все входящие в него 

заготовки. 

 

Затем слои размещаются на матрице 

основе (рис.4). Алгоритм размещения 

предлагается следующий: слои укла-

дываются в заданной последовательно-

сти по правилу Top-Left с фиксирован-

ным верхним краем до достижения гра-

ницы основы. 

 

Если очередной слой не помещается 

в основу, то он переносится вниз и вы-

равнивается по верхнему краю, гра-

ница которого определяется макси-

мальной нижней границей уже упако-

ванных слоев.  

Критерием оптимальности в этой за-

даче является ордината максимальной 

из нижних границ уложенных в полосу 

слоев. 

В качестве элементарного фраг-

мента выбираем тройку – слой и коор-

динаты его левого верхнего угла на 

матрице основе. 

В такой модели гильотинного рас-

кроя свойство достижимости отсут-

ствует, однако «жадные алгоритмы», 

построенные по предложенной схеме, 

часто применяется в прикладных зада-

чах гильотинного раскроя [13,16]. 

Поскольку задача плоского прямо-

угольного раскроя может быть сведена 

к задаче оптимизации на множестве пе-

рестановок размерности ( 1) / 2N N −  

(N-число заготовок), то к ней практи-

чески без изменений может быть при-

менен алгоритм имитации отжига, ко-

торый был описан выше для задачи 

коммивояжера. Это позволяет доста-

точно эффективно (по времени) полу-

чать субоптимальные решения задачи 

плоского прямоугольного раскроя. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе было показано, что извест-

ная метаэвристика, основанная на алго-

ритме имитации отжига, который хо-

рошо зарекомендовал себя в ряде при-

кладных задач, может с успехом при-

менятся для различных классов дис-

кретных оптимизационных задач, име-

ющих фрагментарную структуру. Для 

решения задачи размещения производ-

Рис. 3. Горизонтальный слой 

Рис. 4. Гильотинный раскрой 
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ства приведен простой гибридный ал-

горитм, основанный на комбинации ал-

горитма имитации отжига и фрагмен-

тарного алгоритма. Предлагаемая ме-

тодика построения гибридных алгорит-

мов легко может быть расширена и на 

другие варианты метаэвристик, кото-

рые разработаны для поиска субопти-

мальных решений классичес-кой за-

дачи коммивояжера. 
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SIMULATION OF ANNEALING ALGORITHM FOR THE FLAT 

RECTANGULAR CUTTING PROBLEM 
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Abstract. The problem of flat rectangular cutting belongs to the class of NP-hard 

problems, that is, for its exact solution, algorithms of polynomial complexity are un-

known. Until now, there have not been developed effective and sufficiently accurate meth-

ods for calculating the lower bounds for this problem, which make it possible to determine 

the achievement of the optimum. Thus, exact algorithms are reduced to a complete enu-

meration of options. In this regard, the use of exact algorithms for solving the problem of 

flat rectangular cutting often turns out to be inappropriate and impossible due to the 

large time costs. Therefore, great importance is given to the development and research 

of heuristic optimization methods. In this paper, we consider an annealing simulation 

algorithm and describe a variant of this algorithm as applied to an optimization problem 

on a set of permutations. It is shown that a number of classes of problems of flat rectan-

gular cutting have a fragmented structure and, thus, the search for optimal (suboptimal) 

solutions to these problems can be reduced to the search for an optimal permutation. This 

made it possible to create a hybrid algorithm for finding suboptimal solutions to problems 

of flat rectangular cutting based on a combination of an annealing simulation algorithm 

and a fragmentary algorithm. 

Keywords: discrete optimization, metaheuristics, fragmentary structure, anneal-

ing simulation algorithm, flat rectangular cutting problem. 
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