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Аннотация. Данная работа посвящена описанию некоторых групп когомологий с 

определенными локальными условиями, которые имеют характер «локальной 

тривиальности». Доказано, что такие группы являются циклическими для некоторых 

классов подгрупп полной линейной группы 2 nGL( , / p )Z Z . 
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1 ВВЕДЕНИЕ 

В своей работе [1] французский математик Ж.П. Серр, изучая проблему конгруэнц-подгрупп, 

отметил, что вопросы локальной тривиальности когомологий Галуа числовых полей тесно связаны 

с задачами гомологической алгебры, а именно – с исследованием когомологий проконечных групп 

и их ограничений на моногенные подгруппы. 

Точная постановка вопроса в случае конечной группы G такова: пусть G – конечная группа,  

A – G-модуль. Обозначим через 

( , ) ker[ ( , ) ( , )], ,q q q

G
H G A H G A H G A q





=  → Z  

где G  - циклическая группа, порожденная элементом G  . 

Тогда возникает вопрос: на сколько велика может быть группа ( , )qH G A ? 

Эти группы когомологий Серра изучались в работах [2, 3] автора. Общие гомологические ме-

тоды содержатся в [4-10]. 

Целью настоящей статьи является доказательство теоремы о цикличности группы для треуголь-

ных подгрупп группы 2 nGL( , / p )Z Z . 

2 МЕТОДОЛОГИЯ 

Напомним, что порядок группы 2 nGL( , / p )Z Z  равен 

4 3 2( 1)( 1)np p p− − −  (р-простое). 

Через π обозначим максимальный идеал кольца вычетов / nZ p Z . Через   обозначим порядко-

вую функцию, т.е. ( )a k =  означает, что элемент 1\k ka   + , для любого целого a. 

Рассмотрим множество матриц вида 

1
,

1

 

 

+ 
 

+ 
 

где , ,    . Обозначим это множество через pG . Очевидно, что pG  - силовская р-подгруппа в , 

2 nGL( , / p )Z Z  так как порядок  группы pG  равен 
4 3np −

. 
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Обозначения: все рассматриваемые далее группы считаются подгруппами силовской р-под-

группы pG . Пусть:   -  группа скалярных матриц, D  - группа диагональных матриц, V - группа 

матриц вида 
1

0 1





 
 

+ 
, где   , Т - группа треугольных матриц, т.е. матрица вида 

1

0 1
,

 



+ 
 

+ 
 

где  ,   . 

Пусть VG T; G G V =  .  

Лемма [2]. Если  G V   и не циклическая, то она изоморфна одной из трех групп, образующие 

которых выбираются следующим образом: 

а) 
1 0 1

0 1 0 1

h

l

p
,

p
 

   
= =      +   

; 

б) 
1 1

0 10 1

r h

l

p p
, ,

p
 

   
= =     +   

 причем  l r h  ; 

в) 
1 01

0 10 1

r

sl

p
,

pp
 

   
= =      ++   

, причем r l s  , где 1 0l,s n, r,h n    . 

Обозначим эти три подгруппы через 1G , 2G , 3G . Справедлива теорема. 

Теорема 1. Группа ( )1
*H G,A  циклическая, причем 

1. если  2VG G=   или  ( )1VG G l h=  , то группа  ( )1
* VH G ,A   тривиальна; 

2. если  ( )1VG G l h=  , то ( )1 l h
*H G,A p − ; 

3. если 3VG G= , то ( )1 r h
*H G,A p − . 

Доказательство. Рассмотрим 1
0

*
A A

   
=   
   

. 1A  является G  – модулем. Рассмотрим точную 

последовательность G  – модулей 1 10 0A A A / A .→ → → →  
Напишем гомологии этой последовательности 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1
1 1 1H G,A H G,A / A H G,A H G,A H G,A / A .→ → → →  

Такая же последовательность имеет место и для подгруппы VG . Заметим, что группа VG  явля-

ется нормальным делителем группы G . Следовательно, можно написать точную последователь-

ность, связывающую гомоморфизмы ограничения и инфляции 

( ) ( ) ( )1 1 10 VG
V VH G / G ,A H G,A H G ,A .→ → →  

Соединяя ее с последовательностью, получим следующую диаграмму с точными строками 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

0 0 1 1 1
1 1 1

1 2

0 0 1 1
1 1

0

VG
V V

ji

V V V V

H G / G ,A H G / G ,A

H G,A H G,A / A H G,A H G,A H G,A / A

r r

H G ,A H G ,A / A H G ,A H G ,A
 



→

 

→ → → →

   

→ → →

 

Доказательство теоремы основано на анализе этой диаграммы. В [2] мы показали, что оператор 

ограничения определен для групп ( )q
*H G,A . 

Из теоремы 3, [3] следует, что ( )1 0* VH G ,A = . Следовательно, ( )1
2 0*r H G,A = , т.е. группа 

( )1
*H G,A   содержится в группе 2ker r . 
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Из теоремы 1, [3] следует, что группа  ( )1
1 0*H G,A / A = , так как 1A / A  - циклическая группа. 

Тогда ( )1 0*jH G,A = , т.е. группа  ( )1
*H G,A   содержится в группе ker i . Но из точности второй 

строки следует, что  ker j Imi= . Следовательно, ( )1
*H G,A  содержится в группе Im i . Таким обра-

зом, ( )1
* 2, Im kerH G A i r  . Заметим, что группа VG / G  является циклической, а G  - модуль 1A  

изоморфен  
n/ pZ Z . 

Вычислим группу ( )1
1 0VH G / G ,A = . 

Пусть G   вида 
1

0

kp *

*


 +
=   
 

 такой, что Vmod G  является образующей циклической 

группы VG / G . Рассмотрим элемент ( )1 kp = + . Тогда  ( ) 11 n kker p A −− = , 

( )1

0

1 1
n k

n k p
k

p
s n k

k

p
N p

p
 

−
−

−
−

+ −
= = = . 

Отсюда следует, что группа ( )1
1/ , 0VH G G A = . Следовательно, отображение 1r  является моно-

морфизмом. Так как группа ( )0
1, /VH G A A  содержится в 1/A A , а группа 1/A A - циклическая, то 

группа 
0

1VH (G ,A / A )  тоже является циклической. Из точности нижней строки диаграммы сле-

дует, что ker m , =   поэтому группа ker   циклическая.  

Обозначим через 2X Im i ker r ,=   1Y i X−= . Ясно, что 
1

1 1VrY H (G ,A ) . Так как отображе-

ние  1r  является мономорфизмом, то 1 .rY Y  Из коммутативности диаграммы следует, что 2 1r i r=

. Но 1
2 2 2( ) 0r iY r ii X r X−= = = , так как группа X  принадлежит 2ker r . Отсюда следует, что 

1 0( rY ) =  т.е. 1rY ker  . Выше мы показали, что группа ker   циклическая, значит, группа 1rY  

тоже циклическая. 

С другой стороны, имеем: 1 1X Y / ker i r Y / r ker i.=   

Отсюда следует, что X  - циклическая группа. Так как группа 1
*( , )H G A  принадлежит группе 

2X Im i ker r=  , то 1
*( , )H G A  тоже является циклической группой. Ясно, что 

1
1

V VG G
*| H (G,A)| | X | |Y | | ker i | |Y | | ker | | Im | |( A / A ) / A |    −   = = . 

Перейдем к вычислению образа Im  : 

а) Пусть 1VG G (l h )=   и 2VG G= . Тогда 1 0V VG G
|( A / A ) / A | = ; 

б) Пусть 1VG G (l h )=  . Тогда 1
V VG G l h|( A / A ) / A | p −= ; 

в) Пусть 3vG G= . Тогда 1| ( / ) / |v vG G r hA A A p −= . 

Теорема 1 доказана. 

Далее докажем критерий о цикличности группы 1
*H  для произвольной группы с двумя образу-

ющими. 

Предложение 1. Пусть G  - конечная группа с двумя образующими   и  , A G− -модуль. Если 

существует такое целое k , что образ 1kIm( ) −  (или 1kIm( )  − ) цикличен, то группа 

1
*H (G / A)  - циклическая. 

Доказательство. Рассмотрим элемент kw =  в группе G . Тогда элементы   и   образуют 

новую пару образующих. Рассмотрим элемент f  из группы 1
*( , )H G A , тогда 

1f ( ) ( )a ( a A) = −   принадлежит образу 1Im ( ) − . 

Обозначим через 
1
*F { f ( )| f H (G,A)}=  . Ясно, что F  содержится в образе 1Im ( ) − . Так 

как, по условию 1Im( ) −  - цикличен, то существует образующая   из 1Im( ) −  такая, что 

f ( ) l =  для некоторого l Z . 

Зафиксируем элемент  . Тогда существует элемент g из группы 1
*( , )H G A , что g( ) = . 
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Положим  h lg f= − . Тогда 0 0h ( ) , h ( w) = = . Следовательно, f l g= , т.е. группа  

1
*H (G,A)  - циклическая. Предложение 1 доказано. 

Предложение 2. Пусть G  - подгруппа с двумя образующими из 2 nGL( , / p )Z Z . Тогда цик-

личность образа 1 0kIm ( )  − =  (или 1kIm ( )  − ) равносильна тому, что 1 0kdet ( )  − = (или 

1 0kdet ( )  − = ). 

Примеры. Пусть 2 nG G * G , G GL( , / p ) =  Z Z , где G  и G  - циклические группы, по-

рожденные элементами    и   соответственно,
n nA / p / p= Z Z Z Z . Тогда 

1
*H (G,A)  - циклическая 

группа, если 

1

0 1

s t

r

p x p y

p z


 +
=  
 + 

, 
1 0

1

m

l k

p t

p h p f


 +
=  
 + 

; 

1

1 1

1

1

s l

k s

p x p y

p z p x


 +
=  
 + 

, 
2 2

2 2

1

1

p x p y

p z p x

 

 


 +
=  
 + 

, 

где k n, l n; +  +   

1 1

1 1

1

1

s l

k r

p x p y

p z p t


 +
=  
 + 

, 
2 2

2 2

1

1

m f

h q

p x p y

p z p t


 +
=  
 + 

, 

где , , ;l h n k f n k l n+  +  +   

1 1

1 1 1

1

1

s k

l s m

p x p y

p z p x p t


 +
=  
 + + 

, 
2 2

2 2 2

1

1

s k

l s m

p x p y

p z p x p t


 +
=  
 + + 

, 

где , ,m k n m l n k l n+  +  +  . 

3 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе рассмотрены свойства когомологий Серра с локальными условиями триви-

альности для некоторых классов подгрупп полной линейной группы 2 nGL( , / p )Z Z . Полученные 

результаты показывают, что для треугольных подгрупп соответствующие группы когомологий об-

ладают свойством цикличности. Это свойство сохраняется и для ряда более общих случаев, когда 

подгруппы имеют две образующие и удовлетворяют условиям, описанным в предложениях 1 и 2.  

Проведённый анализ показал, что структура когомологий в рассматриваемых ситуациях тесно 

связана с гомоморфизмами ограничения и инфляции, а также с точными последовательностями мо-

дулей. Доказанная теорема о цикличности группы когомологий Серра для треугольных подгрупп 

группы 2 nGL( , / p )Z Z  дополняет ранее известные результаты автора и подтверждает, что ло-

кально-тривиальные когомологии Серра обладают устойчивыми структурными свойствами, харак-

терными для классов силовских и диагональных подгрупп. 

Таким образом, установлено, что при определённых условиях на модуль и структуру под-

группы, когомологии Серра являются циклическими группами. Эти результаты открывают возмож-

ность дальнейшего изучения более сложных когомологических структур, связанных с представле-

ниями конечных групп и их действиями на алгебраические объекты. 
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