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Аннотация. В работе рассмотрена задача деформирования тонкой 

электропроводящей пластины под действием нестационарного магнитного поля с 

учётом сил Лоренца и джоулева тепловыделения. Построена математическая модель, 

основанная на системе связанных уравнений электродинамики и теории упругости с 

учётом геометрической нелинейности. Для численного решения задачи применена 

схема Ньюмарка, обеспечивающая устойчивое интегрирование по времени. 

Представлены результаты моделирования в виде двумерных и трёхмерных графиков 

зависимости деформации от магнитной индукции, времени и плотности тока. 

Выполнен анализ напряжённо-деформированного состояния и обсуждена 

практическая значимость полученных результатов для микро-электро-механических 

систем и сенсорных элементов. Дополнительно исследовано влияние варьирования 

параметров электромагнитного воздействия на величину и характер упругих 

деформаций. Показано, что джоулево нагревание существенно изменяет картину 

распределения напряжений. Результаты работы могут быть использованы для 

оптимизации геометрических и физических параметров конструкций, работающих в 

условиях интенсивных электромагнитных полей. 

Ключевые слова: магнитоупругость, токонесущая пластина, сила Лоренца, 

нестационарное магнитное поле, метод Ньюмарка, численное моделирование. 

1 ВВЕДЕНИЕ 

Магнитоупругие эффекты в токопроводящих тонких пластинах и оболочках представляют со-

бой важное направление современной механики и физики твёрдого тела. Подобные системы нахо-

дят широкое применение в микро-электро-механических устройствах (MEMS), сенсорах, элементах 

космической и авиационной техники, где требуется высокая точность учёта влияния электромаг-

нитных и тепловых полей. 

Деформирование конструктивных элементов в условиях действия переменных магнитных по-

лей сопровождается возникновением сил Лоренца, джоулева нагрева, а также сложных динамиче-

ских эффектов, связанных с нестационарным характером нагрузки. Эти процессы не могут быть 

адекватно описаны в рамках классической линейной теории упругости, что требует разработки бо-

лее общих сопряжённых моделей, объединяющих уравнения механики деформируемого твёрдого 

тела и электродинамики. 

В ряде работ [1–12] показано, что для тонких пластин и оболочек электромагнитные эффекты 

приводят к заметным дополнительным деформациям, изменению спектра собственных колебаний 

и снижению жёсткости конструкции. В то же время остаётся актуальной задача создания универ-

сальных моделей, которые бы учитывали влияние нестационарного магнитного поля и позволяли 

прогнозировать поведение конструкций в реальных эксплуатационных условиях. 

Настоящая работа посвящена математическому моделированию и численному исследованию 

деформации тонкой токонесущей пластины под воздействием переменного магнитного поля.  
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2 ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

Пластина рассматривается как изотропное, токопроводящее тело малой толщины, к которому, 

помимо механических воздействий, приложено нестационарное магнитное поле. Электродинами-

ческие, тепловые и механические процессы описываются в рамках единой сопряжённой поста-

новки. 

Ниже приводим компактной динамической модели тонкой изотропной токонесущей пластины 

в постановке Кирхгофа–Лява с учетом электромагнитных и тепловых эффектов. 

Переменные и допущения 

Пластина в области  ( , ) : 0 , 0x y x a y b=      толщина , .h a b  

Перемещения по Кирхгоф–Ляв: ( , , ), ( , , )u x y t v x y t -срединные продольные; ( , , )w x y t  - попе-

речный прогиб. 

Материальные параметры:  - плотность, E - модуль Юнга,   - коэффициент Пуассона,  

k - теплопроводность, pc - теплоёмкость, el -электропроводность,  - магнитная проницаемость. 

Электромагнитные поля: ( , , )J x y t  - плотность тока (усреднённая по толщине), ( , , )B x y t  - маг-

нитная индукция. 

Джоулев нагрев: 

2
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el

J
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
= .  

Сила Лоренца в объёме: 3(Н/м ).LF J B=   

Нагрузки на «пластинчатый» уровень: 2(Н/м ).L LP hF=  Разложим ( , , ).L L L L
x y zP P P P=  

Механическая часть. Кинематика и деформации 
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Результирующие усилия и моменты 

Для изотропной пластины (мембранные матрицы A , изгибная D ): 
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Мембранные деформации:  0 0 0 0, , ,
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Термоупругость (равномерный по толщине нагрев 0 ):T T T = −  

мембранные температурные усилия 
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при отсутствии градиента по толщине z  термомоменты нулевые. 

Уравнения движения (в форме усилий/моментов) 

Мембрана (в плоскости): 
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Поперечное равновесие (изгиб): 
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где ( , , )mq x y t  - прочие поперечные нагрузки. Для линейной модели малых перемещений: отбро-

сить квадратичные по w  слагаемые в 0  и в поперечном уравнении. 

Электромагнитная часть (квазистационарное приближение) 

Уравнение Максвелла: 

, ,

0, .e

B D
E H J

t t

B D 

 
 = −  = +

 

 =  =

    (4) 

Омический закон (с учётом возможной моторовозбужд. ЭДС при движении пластины): 

( ), ( , , ).el t t tJ E B u w   = +        (5) 

При малых скоростях часто берут elJ E=  или задают J  как управляемый параметр. 

Сила Лоренца на единицу площади пластины: 

( ) ( , , ).L L L L
x y zP h J B P P P=  =                 (6) 

Тепловая часть (джоулево тепло) 

Толщинно-усреднённое уравнение теплопроводности: 

2

2 ( , , ) , ,p x y J surf J
el

JT
c h k h T hQ q x y t Q

t





−  = + =


  (7) 

где surfq  учитывает теплообмен через поверхности / 2z h=   (можно ввести явно конвекцию излу-

чение как граничные условия по толщине). 

Граничные условия (механика) 

На каждом ребре Г =   выбирается тип заделки: 

Жёсткое защемление: 

0, 0, 0, 0 .С

w
w u на Г

n



= = = =


   (8) 

Шарнирно-опёртая: 

0, 0n Sw M на Г= = ;    (9) 

в плоскости обычно: 0x yun n+ =  (нет продольного перемещения через край), касательная компо-

нента может быть свободной, либо задаётся по задаче. 

Свободный край: 

0, 0 ,n n FM Q на Г= =     (10) 

в плоскости: 0, 0n ntN N= =  (нет мембранных усилий через край). 

Здесь ,n nM Q  - приведённые нормальный изгибающий момент и поперечная сила; ,n ntN N  - 

нормальный и касательный мембранные результирующие. 
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Для конкретной кромки 0, 0,x a или y b= =  формулы ,n nM Q  записываются через 

, ,x y x yM M M  и производные w . 

Граничные условия (электродинамика) 

Ток/потенциал на кромках (2D-модель проводника): 

0 ( )t =  на электродной кромке; 1( )t =  на противоположной; 

либо задаётся плотность тока imp
nJ n J =  на вводах. 

На изолированных кромках: 0J n =  (нет нормального тока). 

Поля: непрерывность тангенциальной E  и нормальной B  на границе с внешней средой; часто 

используют внешне заданное ( )extB t  (однородное в объёме пластины) как управляемый параметр 

расчёта. 

Граничные условия (теплопередача) 

На кромках   в плоскости конвекция или задан тепловой поток: 

( ),c

T
k h T T

n



− = −


                   (11) 

Начальные условия (при 0t = ) 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( , ,0) ( , ) , ( , ,0) ( , ) , ( , ,0) ( , ) ,

( , ,0) ( , ) , ( , ,0) ( , ) , ( , ,0) ( , ) ,

( , ,0) ( , ) , ( , ,0) ( , ) , ( , ,0) ( , ).

u v w

u x y u x y v x y v x y w x y w x y

u x y v x y v x y v x y w x y v x y

T x y T x y B x y B x y J x y J x y

• • •

= = =

= = =

= = =

 (12) 

Динамическая схема решения 

Для численного интегрирования задачи применяется схема Ньюмарка, обеспечивающая ап-

проксимацию движения по времени [10–21]: 

2

((1 2 ) 2 ) ,
2

((1 ) ) ,

t t t tt t t

t t t t t t

t
u u tu u u

u u t u u

 

 

• •• ••

++

• • •• ••

+ +


= +  + − +

= +  − +

               (13) 

где параметры   и   выбираются из условия устойчивости (  =0.25,  =0.5). 

3 ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Для моделирования рассмотрена алюминиевая пластина с параметрами: 

модуль Юнга 10 27.1 10 / ,Е Н м=    

коэффициент Пуассона 0.33, =  

плотность 32.700 / ,кг м =  

электропроводность 73.8 10 / .С м =   

Диапазоны параметров: 

плотность тока: 5 6 21 10 ...5 10 / ,J A м=    

магнитная индукция: 0.1 1 ,B T=   

время: 0 0.01 .t c=  

Двумерные результаты. На рис. 1 показана зависимость деформации пластины от величины 

магнитной индукции при различных значениях плотности тока J . 

Трёхмерные результаты. На рис. 2 представлена поверхность ( , )f B t = , иллюстрирующая 

рост деформации во времени при различных значениях магнитного поля. 

Напряжённое состояние. Дополнительно построена зависимость напряжения от плотности тока 

и магнитной индукции: ( , )f J B = . График (рис. 3) показывает нелинейный характер возрастания 

напряжений при увеличении параметров электромагнитного воздействия. 
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Рис. 1. 2D график зависимости деформации от B при разных J 

 

Рис. 2. 3D: Деформация ( , )f B t =  при 6 21 10 /J A м=   

 

Рис. 3. Напряжение ( , )f J B =  
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Полученные результаты подтверждают существенное влияние магнитных и электрических па-

раметров на деформирование тонких пластин. Наблюдается квадратичная зависимость деформации 

от магнитной индукции и тока, что соответствует теоретическим предсказаниям. 

Учёт джоулева нагрева приводит к дополнительным термическим деформациям, усиливающим 

общий эффект. Время отклика системы оказывается малым ( 3~ 10 c− ), что необходимо учитывать 

при проектировании высокочастотных сенсорных устройств. 

4 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье разработана математическая модель деформирования токопроводящей пластины под 

действием нестационарного магнитного поля. Модель учитывает электромагнитные и тепловые эф-

фекты, а также геометрическую нелинейность. Численные эксперименты показали, что деформация 

существенно зависит от плотности тока и магнитной индукции и джоулев нагрев вносит значимый 

вклад в увеличение амплитуды колебаний. Полученные зависимости могут использоваться при про-

ектировании MEMS-сенсоров и тонкоплёночных элементов. 
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Abstract. The paper considers the problem of deformation of a thin conductive plate under 

the action of a non-stationary magnetic field taking into account the Lorentz forces and Joule 

heat generation. A mathematical model is constructed based on a system of coupled equations 

of electrodynamics and elasticity theory taking into account geometric nonlinearity. For the 

numerical solution of the problem, the Newmark scheme is used, which ensures stable 

integration over time. The modeling results are presented in the form of two-dimensional and 

three-dimensional graphs of the dependence of deformation on magnetic induction, time and 

current density. The stress-strain state is analyzed and the practical significance of the 

obtained results for microelectromechanical systems and sensor elements is discussed. 

Additionally, the effect of varying the parameters of electromagnetic action on the magnitude 

and nature of elastic deformations is studied. It is shown that Joule heating significantly 

changes the stress distribution pattern. The results of the work can be used to optimize the 

geometric and physical parameters of structures operating in conditions of intense 

electromagnetic fields. 

Keywords: magnetoelasticity, current-carrying plate, Lorentz force, non-stationary magnetic 

field, Newmark method, numerical simulation. 

https://doi.org/10.1063/5.0210314
https://ieeexplore.ieee.org/document%20/9670308
https://ieeexplore.ieee.org/document%20/9670308
https://doi.org/10.1063/%205.0092465
https://doi.org/10.1063/5.%200265269
https://doi.org/10.1063/5.%200265269

