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Аннотация. В статье рассматривается проблема прогнозирования изменения уровня 

грунтовых вод с использованием численных методов на основе трехмерной 

нелинейной математической модели. Модель учитывает факторы, влияющие на 

динамику водоносного горизонта - водозаборные скважины, испарение и другие 

внешние источники. Модель, основанная на дифференциальных уравнениях, 

описывает движение грунтовых вод, и предложен алгоритм ее решения с 

использованием метода переменного направления. При выполнении численных 

расчетов модель изначально выражается через безразмерные величины, что является 

одним из способов повышения удобства получения результатов вычислений. 

Результаты расчетов позволяют оценивать и прогнозировать изменения уровней воды 

в различных условиях. Такой подход можно использовать для эффективного 

управления водными ресурсами и разработки систем мониторинга окружающей 

среды. 

Ключевые слова: математическая модель, грунтовые воды, коэффициент 

фильтрации, свободная водоотдача, дебит скважины, интенсивность испарения, 

интенсивность инфильтрации. 

1 ВВЕДЕНИЕ 

Ресурсы подземных вод имеют важное значение для сельского хозяйства, промышленности и 

питьевого водоснабжения, а их надлежащее управление и контроль необходимы для экономической 

и экологической устойчивости. При этом водозаборные скважины, процессы испарения и другие 

внешние факторы оказывают значительное влияние на уровень подземных вод, формируя их слож-

ную динамику. 

В последние годы все больше внимания уделяется взаимодействию потока и водоносного гори-

зонта, особенно фильтрации воды потока из-за откачки. Типичная система поток-водоносный гори-

зонт состоит из неглубокого потока, покрывающего водоносный горизонт, с засоренным руслом 

между ними. Русло потока имеет гораздо более низкую проницаемость, чем нижележащий водонос-

ный горизонт. Глубина проникновения потока в водоносный горизонт намного меньше толщины 

водоносного горизонта. 

Многие ученые в своих исследованиях рассматривали данные проблемы используя разные ме-

тоды и решения, например, в исследовании [1] представлены две новые аналитические модели для 

описания ограниченного потока, индуцированного насосом в системе «поток-вода-слой». При мо-

делировании процесса неустановившееся движение грунтовых вод автор статьи рассматривает од-

нослойный водоносный горизонт и рассматривает поток как отстающее краевое условие 3-го рода 

с параметром времени, связанным с воздействиями.  

В работе [2] разработаны экономичные, эффективно реализуемые на ЭВМ, численные методы 

решения задач неустановившейся фильтрации и в многослойных пластах: построены алгоритмы, 

основанные на конечно-разностной аппроксимации систем дифференциальных уравнений в част-

ных производных, получены аналитические решения класса задач неустановившейся фильтрации.            

В [3] разработана упрощенная численная модель фильтрация подземных вод и транспорта рас-

творенных веществ. В области большого масштаба существует большая пространственная разница 

масштаба между горизонтальными и вертикальными шкалами длины. В полученной модели область 
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просачивания в частности разделена на несколько виртуальных слоев вдоль направления z  и вер-

тикальных одномерных столбцов, охватывающих двумерную область x  и y , в соответствии со 

свойствами пласта. Численный алгоритм заменяет полный трехмерный анализ баланса воды и 

массы, как двумерный метод конечных элементов Галеркина в направлениях x  и y , одномерный 

конечно дифференциальный подход в направлении z . 

В исследовании [4] разработано новое решение переходного ограниченно-неограниченного по-

тока, приводимого в движение с помощью насосной скважины. Задача переписана в безразмерном 

виде с преобразованием Больцмана. Нелинейное уравнение потока в неограниченной зоне решено 

методом Рунге-Кутта. Состояние интерфейса конверсии определяется итерационной схемой. Крае-

вые условия 3-го рода для задач нелинейной фильтрации впервые были рассмотрены в работе [5], 

где были предложены эффективные решения в этой области. 

В исследовании [6] разрабатываются две новые модели для описания трехмерного потока в пе-

рекачиваемом ограниченном водоносном горизонте, соединенном с потоком с неглубоким проник-

новением. Одна модель рассматривает поток конечной ширины как измененный исходный член, 

отражающий эффект хранения русла для случая забора грунтовых вод вблизи потока. Построено 

конечно-элементное решение модели. Другая модель рассматривает прямолинейный поток как ис-

ходный член, пренебрегающий эффектом хранения русла для случая забора грунтовых вод далеко 

от потока. Полуаналитическое решение модели выводится с помощью преобразования Лапласа и 

преобразования Фурье. 

В статье [7] прогнозируются концентрации грунтовых вод, поровой воды и солей в слоях с вы-

сокой и низкой проницаемостью. Кратко рассмотрены научные исследования по математическому 

и численному моделированию и компьютерным экспериментам по этой проблеме. Также была раз-

работана математическая модель с двумя целочисленными граничными условиями и эффективным 

конечно-разностным численным подходом. Изменение уровня грунтовых вод и напорной воды, 

фильтрационная проницаемость, коэффициент потери воды и скорость фильтрации, связанная с 

уровнем воды, влияют на окружающую среду при построении математической модели фильтрации 

миграции соли.  

Аналитические решения задач, описываемых нелинейными дифференциальными уравнениями, 

во многих случаях недостижимы. Для преодоления этих проблем целесообразно применять неяв-

ную вычислительную схему, которая является эффективным численным методом с высокоточным 

приближением и конечно-разностным подходом [8-13]. 

Подземный сток — это вода, движущаяся под поверхностью земли через пористый грунт. Если 

уровень воды в реке ниже уровня насыщенных подземных вод, то подземный сток питает реки. Вода 

из ненасыщенной зоны также может достигать рек посредством бокового стока, но основной вклад 

в речной сток вносит подземный сток (также называемый базисным стоком) [14 - 17]. 

Следует отметить, что между уровнем воды открытого водоносного горизонта и ненасыщен-

ным слоем над ним существует относительно тонкий слой - капиллярная кайма. Этот слой также 

является насыщенным, и в результате капиллярного движения жидкости он поднимает воду из 

насыщенного водоносного горизонта в вышележащие поры почвы. Высота этого слоя зависит от 

капиллярных сил в данном месте. В целом, чем мельче частицы почвы, тем больше сила притяже-

ния, и, следовательно, тем шире капиллярная кайма. Капиллярная кайма рассматривается как часть 

зоны неполного насыщения [18-20]. 

Целью данной работы является рассмотрение проблемы прогнозирования изменения уровня 

грунтовых вод с использованием численных методов на основе трехмерной нелинейной математи-

ческой модели. 

2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Математическая модель рассматриваемой задачи описывает процесс фильтрации грунтовых 

вод с учетом под воздействием водозаборных скважин, испарения и других внешних факторов. Мо-

дель представлена нелинейным дифференциальным уравнением в частных производных параболи-

ческого типа с целью мониторинга, прогнозирования уровня грунтовых вод во времени и принятия 

управленческого решения: 
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и граничными условиями:    
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Здесь h  - уровень воды в водоносном горизонте, 0h - начальное значение уровня грунтовых 

вод, h  - приближенное значение функции h , которое определяется в процессе итерации, , ,x y z - 

координаты,  t - время,   - свободная водоотдача, gk  - коэффициент фильтрации по горизонталь-

ному направлению, vk - коэффициент фильтрации по вертикальному направлению (линейно изме-

няющийся сезонный коэффициент фильтрации), Q  - дебит скважины 
1

( ) ( )
M

s s s

s

Q q x x y y 
=

= − − , 

M - количество скважин,  - дельта-функция Дирака, f  - интенсивность инфильтрации, ω - интен-

сивность испарение, L -длина расчетного профиля ( x y zL L L L= = = ), m - толщина или расстояние 

зоны геофильтрационного перехода,  - коэффициент массового обмена,  - коэффициент массооб-

мена между внешней средой и подземными водами. 

3 МЕТОД РЕШЕНИЯ 

Поскольку задача является нелинейной, её трудно решить в аналитической форме. Для решения 

задачи (1)–(5) введём безразмерные величины. Необходимо ввести безразмерные формы перемен-

ных и параметров для использования безразмерных переменных. Это поможет упростить уравнение 

и снизить сложность численного решения. Введём безразмерные величины: 
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где 0k - характерное значение коэффициентов фильтрации. На основе введённых безразмерных ве-

личин приведём уравнение (1) и соответствующие краевые условие (2)-(5) к безразмерному виду и 

получим: 
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где 
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Для упрощения уберём знак «*» в уравнении (4) и граничных условиях (5)-(9) и получим: 
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Для численного решения задачи (10)-(13) используются конечно-разностного схема [21,22] вто-

рого порядка точности по пространственным переменным и по времени. Для этого введем сетку с 

шагами , , ,x y z      и область непрерывного изменения искомых переменных заменяем на сеточ-

ную: 
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Аппроксимируем уравнение (10) на временном слое 
1
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схеме в сетке xyz  и получим: 
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В уравнение (14) нелинейные члены заменяем на соотношение 2 22h hh h −  и, в итоге, полу-

чим: 
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1 1 1 1

3 3 3 3
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2
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x
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h
q

z


+
−
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   (15) 

В конечно-разностном уравнение (15), группируя схожие члены, получим: 
1 1
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
+ + −

     (16) 

В конечном итоге, конечно-разностной уравнение (16) приведем в виде системы линейных ал-

гебраических уравнение: 
1 1 1

3 3 3
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Здесь: 
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Аппроксимируем уравнение (10) на временном в слое 
2

3
n +  по направлению Oy   соответствен-

ной неявной конечно-разной схемой, и получим: 

 

2 1 1 1 1

2 2 2 2 23 3 3 3 3
1, 0.5, , 1, 0.5, , 1, 0.5, , 1, 0.5, ,, , , , 1, , , , 1, ,

2
, ,

2

2 23
1, , 0.5, 1, , 0.5, 1, , 0.5,, 1,

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

/ 3

( ) ( )( )

n n n n n
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

+ + + + +

− − + +− +

+

− − +−

− − + +
= +

 

− +
+

2 2

23 3
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2 2 23 3 3
2, , , 0.5 2, , , 0.5 2, , , 0.5 2, , , 0.5, , 1 , , , , 1
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y

k h k k h k h
q

z
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+ + +

− − + +− +

+
+



− + +
+ −



  (18) 

Соответственно, в уравнении (18) для линеаризация нелинейные члены заменяем на соотноше-

ние 2 22h hh h −  и, в конечном итоге, получим: 
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k h

x

k h h k k h h k h h

y

k h k k h

+ +

+ + +

− − − + + +− +

− − − +

+
+



− + +
+ −



− +
−

2 2
, , 1, , 0.5, , 1,

2

1 1 1

3 3 3
2, , , 0.5 , , 1 2, , , 0.5 2, , , 0.5 , , 2, , , 0.5 , , 1, , 1 , , , , 1

2

2
2, , , 0.5 , , 1 2, , , 0.5 2, , , 0.5

2

( )

(

j l i j l i j l

n n n

i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j li j l i j l i j l

i j l i j l i j l i j l

k h

y

k h h k k h h k h h

z

k h k k

+ +

+ + +

− − − + + +− +

− − − +

+
+



− + +
+ −



− +
−

2 2
, , 2, , , 0.5 , , 1

, ,2

)
.

2

i j l i j l i j l

i j l

h k h
q
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   (19) 

В уравнении (19) группируем схожие члены и получим: 
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Представим конечно-разностное уравнение (20) в виде системы линейных алгебраических урав-

нений следующим образом: 

2 2 2

3 3 3
, , , , , , , ,, 1, , , , 1, .
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Аналогично аппроксимируем уравнение (10) на временном для слоя 1n+  по направлению Oz

и получим: 
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Полученное уравнение (22), линеаризуя относительно нелинейных членов, получим:  
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В уравнении (23) группируем схожие члены и получим: 

1 1
2, , , 0.5 , , 1 , , 1 2, , , 0.5 2, , , 0.5 , , , ,2 2

1
2, , , 0.5 , , 1 , , 12

2

3
1, 0.5, , 1, , 1, 0.5, , 0.5, ,1, ,2

(1 ( ) )
3 3

3

( (
3

n n
i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l

n
i j l i j l i j l

n

i j l i j l i j l i j li j l

k h h k k h h
z z

k h h
z

k h h k k
x

 





+ +
− − − − +

+
+ + +

+

− − − +−

 
− + + +

 


+ =




= − − +



2 2

3 3
, , 1, 0.5, , 1, ,, , 1, ,

2 2 2
1, 0.5, , 1, , 1, 0.5, , 1, 0.5, , , , 1, 0.5, , 1, ,2

2

3
1, , 0.5, , 1, 1, , 0.5,, 1,2

) )

( ( ) )
6

( (
3

n n

i j l i j l i j li j l i j l

i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l

n

i j l i j l i j li j l

h h k h h

k h k k h k h
x

k h h k
y





+ +

+ + +

− − − + + +

+

− − −−

+ +


+ − + + −




− −



2 2

3 3
1, , 0.5, , , 1, , 0.5, , 1,, , , 1,

2 2 2
1, , 0.5, , 1, 1, , 0.5, 1, , 0.5, , , 1, , 0.5, , 1,2

2
2, , , 0.5 , , 1 2, , , 02

) )

( ( ) )
3

( (
6

n n

i j l i j l i j l i j li j l i j l

i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l

i j l i j l i j l

k h h k h h

k h k k h k h
y

k h k
z





+ +

+ + + +

− − − + + +

− − −

+ + +


+ − + + +




+ −



2

2 2 3
.5 2, , , 0.5 , , 2, , , 0.5 , , 1 , , , ,) ) .

3

n

i j l i j l i j l i j l i j l i j lk h k h q h
  +

+ + +


+ + + −

     (24) 

Представим конечно-разностное уравнение (24) в виде системы линейных алгебраических урав-

нений следующим образом: 

1 1 1
, , , , 1 , , , , , , , , 1 , , ,n n n

i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j la h b h c h d+ + +
− +− + =     (25) 

где 

, , 2, , , 0.5 , , 1 , , 2, , , 0.5 2, , , 0.5 , ,2 2

, , 2, , , 0.5 , , 12

2 2
;  1 ( ) ;  

3 3

2
;

3

i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l

i j l i j l i j l

a k h b k k h
z z

c k h
z

 



− − − +

+ +

 
= = + +

 


=



2 2 2

3 3 3
, , 1, 0.5, , 1, , 1, 0.5, , 0.5, , , , 1, 0.5, , 1, ,1, , , , 1, ,2

2 2
1, 0.5, , 1, , 1, 0.5, , 1, 0.5, , , , 1,2

( ( ) )
3

( ( )
6

n n n

i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j li j l i j l i j l

i j l i j l i j l i j l i j l i

d k h h k k h h k h h
x

k h k k h k
x





+ + +

− − − + + +− +

− − − + +


= − − + + +




+ − + +



2
0.5, , 1, ,

2 2 2

3 3 3
1, , 0.5, , 1, 1, , 0.5, 1, , 0.5, , , 1, , 0.5, , 1,, 1, , , , 1,2

2
1, , 0.5, , 1, 1, , 0.5, 1, , 0.5,2

)

( ( ) )
3

( ( )
3

j l i j l

n n n

i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j li j l i j l i j l

i j l i j l i j l i j l

h

k h h k k h h k h h
y

k h k k
y





+

+ + +

− − − + + +− +

− − − +

−


− − + + +




+ − +



2 2
, , 1, , 0.5, , 1,

2

2 2 2 3
2, , , 0.5 , , 1 2, , , 0.5 2, , , 0.5 , , 2, , , 0.5 , , 1 , , , ,2

)

( ( ) ) .
36

i j l i j l i j l

n

i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l

h k h

k h k k h k h q h
z

  

+ +

+

− − − + + +

+ +

 
+ − + + + −



 

Далее, используя системы алгебраических уравнений (17), (21), (25), методом прогонки вычис-

ляем искомые переменные с помощью рекуррентных соотношений: 

1 1

3 3
1 1, , 1, , ,

n n

i ii j l i j lh A h B
+ +

+ ++= +      (26) 

2 2

* *3 3
1 1, , , 1, ,

n n

j ji j l i j lh A h B
+ +

+ ++= +      (27)   

1 ** 1 **
, , 1 , , 1 1.n n

i j l l i j l lh A h B+ +
+ + += +      (28) 

В рекуррентных соотношениях (26), (27) и (28) коэффициенты прогонки 
1 1

, , , ,, , ,i j i j i j i jA B A B вы-

числяются следующим образом: 
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, , , , , ,

1 1
, , , , , , , ,

*
, , , , , ,* *

1 1* *
, , , , , , , ,

**
, , , , , ,** **

1 1**
, , , , , ,

, ,

, ,

,

i j l i j l i j l i

i i
i j l i j l i i j l i j l i

i j l i j l i j l j

j j

i j l i j l j i j l i j l j

i j l i j l i j l l

l l

i j l i j l l i j l

c d a B
A B

b a A b a A

c d a B
A B

b a A b a A

c d a B
A B

b a A b

+ +

+ +

+ +

+
= =

− −

+
= =

− −

+
= =

− − **
, ,

.

i j l la A

 

Аппроксимируем граничные условия (11), (12) и (13) следующим образом: 

1 1 1

2 2 2 13 3 3
0, , 1, , 2, , 2 3

1 1, ,

1 1 1

2 2 2 13 3 3
1, , , , 1, , 2 3

1 , ,

( ) 4( ) 3( )
( ) ,

2

( ) 4( ) 3( )
( ) ,

2

n n n

nj l j l j l

j l

n n n

nI j l I j l I j l

I j l

h h h
k h

x

h h h
k h

x

 

 

+ + +

+

+ + +

+− +

− +
= −



− + −
= −



   (29) 

2 2 2

22 2 23 3 3
,0, ,1, ,2, 2 3

1 ,1,

2 2 2

22 2 23 3 3
, 1, , , , 1, 2 3

1 , ,

( ) 4( ) 3( )
( ) ,

2

( ) 4( ) 3( )
( ) ,

2

n n n

n
i l i l i l

i l

n n n

n
i J l i J l i J l

i J l

h h h
k h

y

h h h
k h

y

 

 

+ + +

+

+ + +

+
− +

− +
= −



− + −
= −



   (30) 

2 1 2 1 2 1
, ,0 , ,1 , ,2

2

2 1 2 1 2 1
, ,0 , ,1 , ,2

2

( ) 4( ) 3( )
0,

2

( ) 4( ) 3( )
( ).

2

n n n
i j i j i j

n n n
i j i j i j

h h h
k

z

h h h
k f

z
 

+ + +

+ + +

− +
=



− + −
= −



    (31) 

В результате получим уравнения (29), (30), (31) с использованием вышеприведенной формулы 

линеаризации:  

1 1 1

1 1 13 3 3
0, , 1, , 1, , 2, ,0, , 1, , 2, ,

2 2 2 21 1 1
1, , 0, , 2, , 1, ,

1 1

1 1 13 3
1, , , , , ,1, , , ,

4 3
( 2 )

2 3
,

4 3
( 2 )

n n n

j l j l j l j lj l j l j l

j l j l j l j l

n n

I j l I j l I j lI j l I j l

k k k
h h h h h h h

x x x

k k k
h h h h

x x x

k k k
h h h h h

x x



 



+ + +

+ +

− −

− − + =
  

= − + + + +
  

− − +
  

1

3
1, , 1, ,

2 2 2 21 1 1
, , 1, , 1, , , ,

2 3
,

n

I j l I j l

I j l I j l I j l I j l

h h
x

k k k
h h h h

x x x
 

+

+ +

− +

=

= − + + + +
  

  (32) 

1 1 1

1 1 13 3 3
,0, ,1, ,1, ,2,,0, ,1, ,2,

2 2 2 21 1 1
,1, ,0, ,2, ,1,

1 1

1 1 13 3
, 1, , , , ,, 1, , ,

4 3
( 2 )

2 3
,

4 3
( 2 )

n n n

i l i l i l i li l i l i l

i l i l i l i l

n n

i J l i J l i J li J l i J l

k k k
h h h h h h h

y y y

k k k
h h h h

y y y

k k k
h h h h h

y y



 



+ + +

+ +

− −

− − + =
  

= − + + + +
  

− − +
  

1

3
, 1, , 1,

2 2 2 21 1 1
, , , 1, , 1, , ,

2 3
,

n

i J l i J l

i J l i J l i J l i J l

h h
y

k k k
h h h h

y y y
 

+

+ +

− +

=

= − + + + +
  

  (33) 

1 1 1
2 , ,0 , ,0 2 , ,1 , ,1 2 , ,2 , ,2

2 2 2
2 , ,0 2 , ,1 2 , ,2

2 8 6

4 3 ,

n n n
i j i j i j i j i j i j

i j i j i j

k h h k h h k h h

k h k h k h

+ + +− + =

= − −
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1 1 12 2 2
, ,0 , ,0 , ,1 , ,1 , ,2 , ,2

2 2 22 2 2
, ,0 , ,1 , ,2

4 3

4 3 ( ).

n n n
i j i j i j i j i j i j

i j i j i j

k k k
h h h h h h

z z z

k k k
h h h f

z z z
 

+ + +− + − =
  

= − + + − −
  

            (34) 

Если 1i = , то из (17) находим 

1

3
0, ,

n

j lh
+

: 

1 1 1
1, , 1, , 1, ,3 3 3

0, , 1, , 2, ,
1, , 1, , 1, ,

.
n n nj l j l j l

j l j l j l
j l j l j l

b c d
h h h

a a a

+ + +

= + −     (35) 

(32) находим группировкой краевого условия 

1

3
0, ,

n

j lh
+

 : 

1 1 1 2
1, ,13 3 3

0, , 1, , 2, ,
1 1 0, ,

( )4 2
3 .

n n n j l

j l j l j l

j l

x hk x
h h h

k k h

 + + +  +− 
= − +    (36) 

Если 0i = , то из (26) рекуррентной формулы находим 

1

3
0, ,

n

j lh
+

: 

1 1

3 3
1 10, , 1, , .

n n

j l j lh A h B
+ +

= +        (37) 

Сравнивая уравнения (35), (36), (37) найдем коэффициенты 1A  и 1B : 

2 2
1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 0, , 1, , 1, , 1, ,

1 1
1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 0, , 1, ,

4 2 3 3 3 3
,     .

3 3

j l j l j l j l j l j l j l j l

j l j l j l j l j l

c k c xk b k d k h a x h a x
A B

k c k a k c k h a

  −  + +  + 
= =

+ +
      (38) 

Если 1j = , то из (21) находим 

2

3
,0,

n

i lh
+

: 

2 2 2
,1, ,1, ,1,3 3 3

,0, ,1, ,2,
,1, ,1, ,1,

.
n n n

i l i l i l

i l i l i l
i l i l i l

b c d
h h h

a a a

+ + +

= + −     (39) 

(33) находим группировкой краевого условия 

2

3
,0,

n

i lh
+

 : 

2 2 2 2
,1,13 3 3

,0, ,1, ,2,
1 1 ,1,

( )4 2
3 .

n n n
i l

i l i l i l

i l

x hk x
h h h

k k h

 + + +  +− 
= − +    (40) 

При 0j = , из (27) рекуррентной формулы находим 

1

3
,0,

n

i lh
+

: 

2 2

* *3 3
1 1,0, ,1, .

n n

i l i lh A h B
+ +

= +      (41) 

Сравнивая уравнения (39), (40), (41) найдем коэффициенты 
*
1A  и 

*
1B : 

2 2
,1, 1 ,1, 1 ,1, 1 ,1, 1 ,0, ,1, ,1, ,1,* *

1 1
1 ,1, 1 ,1, 1 ,1, 1 ,0, ,1,

4 2 3 3 3 3
,     .

3 3

i l i l i l i l i l i l i l i l

i l i l i l i l i l

c k c xk b k d k h a x h a x
A B

k c k a k c k h a

  −  + +  + 
= =

+ +
     (42) 

При 1l = , из (25) находим 
1

, ,0
n
i lh +

: 

, ,1 , ,1 , ,11 1 1
, ,0 , ,1 , ,2

, ,1 , ,1 , ,1

.

n
i j i j i jn n n

i j i j i j
i j i j i j

b c d
h h h

a a a

+ + += + −      (43) 
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Из (34) находим группировкой краевого условия 
1

, ,0
n
i jh +

: 

1 1 1
, ,0 , ,1 , ,24 3 .n n n

i j i j i jh h h+ + += −      (44) 

Если 0l = , то из (28) рекуррентной формулы находим 
1

, ,0
n
i jh +

: 

1 ** 1 **
, ,0 1 , ,1 1 .n n

i j i jh A h B+ += +      (45) 

Сравнивая уравнения (43), (44), (45) найдем коэффициенты **
1A и **

1B : 

, ,1 , ,1 , ,1** **
1 1

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1

4 3 3
,     .

3 3

i j i j i j

i j i j i j i j

c b d
A B

c a c h

+
= =

+ +
               (46) 

В случае i I= , из (17) находим 

1

3
1, ,

n

I j lh
+

− : 

1 1 1
, , , , , ,3 3 3

1, , , , 1, ,
, , , , , ,

.
n n nI j l I j l I j l

I j l I j l I j l
I j l I j l I j l

b c d
h h h

a a a

+ + +

− += + −     (47) 

(29) находим группировкой краевого условия 

1

3
1, ,

n

I j lh
+

−  : 

1 1 1 2
1, ,13 3 3

0, , 1, , 2, ,
1 1 0, ,

( )4 2
3 .

n n n j l

j l j l j l

j l

x hk x
h h h

k k h

 + + +  +− 
= − +    (48) 

Если 1i I= − , то из (26) рекуррентной формулы находим 

1

3
1, ,

n

I j lh
+

− : 

1 1

3 3
1, , 1, , .

n n

I II j l j lh A h B
+ +

− = +                   (49) 

Сравнивая уравнения (35), (36), (37) найдем коэффициенты IA  и IB : 

2 2
, , 1 , , 1 , , 1 , , 1 1, , , , , , , ,

1 , , 1 , , 1 , , 1 1, , , ,

4 2 3 3 3 3
,     .

3 3

I j l I j l I j l I j l I j l I j l I j l I j l

I I
I j l I j l I j l I j l I j l

c k c xk b k d k h a x h a x
A B

k c k a k c k h a

  −

−

−  + +  + 
= =

+ +
     (50) 

В случае j J= , из (21) находим 

2

3
, ,

n

i J lh
+

: 

2 2 2
, , , , , ,3 3 3

, 1, , , , 1,
, , , , , ,

.
n n n

i J l i J l i J l

i J l i J l i J l
i J l i J l i J l

b c d
h h h

a a a

+ + +

− += + −                (51) 

(33) находим группировкой краевого условия 

2

3
, 1,

n

i J lh
+

−  : 

2 2 2 2
, ,13 3 3

, 1, , , , 1,
1 1 , ,

( )4 2
3 .

n n n
i J l

i J l i J l i J l

i J l

x hk x
h h h

k k h

 + + +

− +

 +− 
= − +        (52) 

Если 1j J= − , то из (27) рекуррентной формулы находим 

1

3
, 1,

n

i J lh
+

− : 

2 2

* *3 3
, 1, , , .
n n

J Ji J l i J lh A h B
+ +

− = +          (53) 

Сравнивая уравнения (39), (40), (41) найдем коэффициенты 
*
JA  и 

*
JB : 
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2 2
, , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , 1, , , , , , ,* *

1 , , 1 , , 1 , , 1 , 1, , ,

4 2 3 3 3 3
,     .

3 3

i J l i J l i J l i J l i J l i J l i J l i J l
J J

i J l i J l i J l i J l i J l

c k c xk b k d k h a x h a x
A B

k c k a k c k h a

  −

−

−  + +  + 
= =

+ +
      (54) 

При l M= , из (25) находим 
1

, , 1
n
i l Mh +

− : 

, , , , , ,1 1 1
, , 1 , , , , 1

, , , , , ,

.
i j M i j M i j Mn n n

i j M i j M i j M
i j M i j M i j M

b c d
h h h

a a a

+ + +
− += + −        (55) 

Из (34) находим группировкой краевого условия 
1

, , 1
n
i j Mh +

− : 

1 1 1
, , 1 , , , , 14 3 .n n n

i j M i j M i j Mh h h+ + +
− += −         (56) 

В случае 0l = , из (28) находим 
1

, , 1
n
i j Mh +

− : 

1 ** 1 **
, , 1 , , .n n

i j M M i j M Mh A h B+ +
− = +                      (57) 

Сравнивая уравнения (55), (56), (57) найдем коэффициенты **
MA  и **

MB : 

, , , , , ,** **

, , , , , , , ,

4 3 3 ( )
,     .

3 3

i j M i j M i j M

M M
i j M i j M i j M i j M

c b f d
A B

c a c h

 + −
= =

+ +
           (58) 

С использованием метода обратной прогонки, находим значения:  

1 1 1

3 3 3
1, , 2, , 1, ,

2 2 2

3 3 3
, 1, , 2, ,1,

1 1 1
, , 1 , , 2 , ,1

, ,..., ,

, ,..., ,

, ,..., .

n n n

I j l I j l j l

n n n

i J l i J l i l

n n n
i j M i j M i j

h h h

h h h

h h h

+ + +

− −

+ + +

− −

+ + +
− −

 

При этом сходимость итерационного процесса проверяется    

( 1) ( )
, , , ,( ) ( ) ,n p n p

i j l i j lh h + −   

где   - точность итерационного процесса, p  - количество итераций. 

4 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В заключении можно отметить, что в данной работе разработана математическая модель, пред-

назначенная для проведения исследования, прогнозирования и принятия управленческих решений 

по процессу нелинейной фильтрации грунтовых вод.  

Предложенная модель описывается полным нелинейным уравнением в частных производных и 

соответствующими начальными и краевыми условиями. Для решения поставленной задачи разра-

ботан численный алгоритм, основанный на конечно-разностном методе с высоким порядком ап-

проксимации как по времени, так и по пространственным переменным. 
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Abstract. The article considers the problem of forecasting changes in groundwater levels 

using numerical methods based on a three-dimensional nonlinear mathematical model. The 

model takes into account factors affecting the dynamics of the aquifer - water intake wells, 

evaporation and other external sources. The model, based on differential equations, describes 

the movement of groundwater, and an algorithm for solving it using the alternating direction 

method is proposed. When performing numerical calculations, the model is initially 

expressed through dimensionless quantities, which is one of the ways to improve the 

convenience of obtaining calculation results. The calculation results allow us to estimate and 

predict changes in water levels under various conditions. This approach can be used for 

effective water resource management and the development of environmental monitoring 

systems. 

Keywords: mathematical model, groundwater, filtration coefficient, free water yield, well 

flow rate, evaporation rate, infiltration rate. 


