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Аннотация. Настоящая работа посвящена формулировке и численному решению связанных 

краевых задач термоупругости относительно деформаций для стержня, пластинки и для парал-

лелепипеда. Предложены две эквивалентные связанные краевые задачи термоупругости относи-

тельно деформаций и температуры. Первая уравнения термоупругости найденных в рамках усло-

вий совместности деформаций Сен-Венана и уравнения притока тепла с соответствующими 

начальными и краевыми условиями. Во втором случае, дифференциальных уравнений термоупру-

гости заменена продифференцированными уравнения движения. Справедливость сформулирован-

ных двух краевых задач термоупругости обоснованы сравнением их численных, полученных по ме-

тоду прогонки и рекуррентных соотношений, а также решением аналогичной связанной задачи 

относительно перемещений. 

Ключевые слова: термоупругость, метод прогонки, температура, краевая задача, переме-

щения, уравнения движения. 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Формулировка краевых задач термоупруго-

сти относительно напряжений и деформаций 

является актуальной задачей механики твер-

дого тела. Краевые задачи термоупругости от-

носительно напряжений и деформаций, могут 

быть сформулированы в рамках условия сов-

местности деформаций Сен-Венана [1]. 

Известно, что условия совместности дефор-

маций, с помощью соотношения Дюгамеля–

Неймана и уравнения движения могут быть за-

писаны в виде уравнений Бельтрами-Мичелла 

относительно напряжений и температуры [2]. 

Аналогично уравнениям Бельтрами-Мичелла, 

условия совместности Сен-Венана может быть 

записана в виде дифференциальных уравнений 

относительно деформаций и температуры. 

В работах Победри [3] условия совместно-

сти и уравнения равновесия приведены к си-

стеме шести дифференциальных уравнений от-

носительно напряжений. В частном случае из 

этих уравнений следуют уравнения Бельтрами-

Мичелла. Вопросы эквивалентности поста-

новки краевых задач в перемещениях и напря-

жениях рассмотрены в [4-8]. Вопросы суще-

ствования и единственности решения краевых 

задач рассмотрены в [9, 10]. В работе [26] рас-

смотрены термоупругие задачи приводящиеся 

к гармоническому уравнения относительно по-

тенциальной функции. 

Обычно, при формулировке статических за-

дач теории упругости в напряжениях, шесть 

уравнений Бельтрами–Мичелла, рассматрива-

ются в сочетании с тремя уравнениями равно-

весия, и наблюдается переопределенность ко-

личества уравнений. Но, как показано в [11-13], 

что для формулировки замкнутой краевой за-

дачи, достаточно рассмотреть первую или вто-

рую группу уравнений Бельтрами-Мичелла в 

сочетании с тремя уравнениями равновесия. 

Формулировка краевых задач теории упру-

гости и термоупругости относительно напря-

жений и деформаций являются актуальной за-

дачей механики деформируемого твердого 

тела. 

Обычно, термоупругие задачи формулиру-

ются относительно перемещений и темпера-

туры [14]. В общем случае, связанная динами-

ческая краевая задача термоупругости состоит 

из уравнения движения, определяющего соот-

ношения Дюамеля-Неймана, соотношения 

Коши, и уравнения притока тепла с соответ-

ствующими начальными и краевыми услови-

ями. Заметим, что в этом случае, уравнения 

движения, записанные относительно переме-

щений и уравнение притока тепла являются 

связанными, т.е. температура как неизвестная 

функция входит в уравнение движения, а урав-

нение притока тепла зависит от перемещения 

[15, 16]. 
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Несмотря на существующие эффективные 

методы решения прикладных задач, как метод 

МКЭ, BEM и конечно-разностных методов, 

численно решенных краевых задач относи-

тельно напряжений немного. Можно отметить, 

задачу Филоненко-Бородича о равновесии па-

раллелепипеда решенных вариационным и ва-

рационно-разностным методом относительно 

напряжений [17, 18]. Работа [19] посвящена 

формулировке и численному решению стати-

ческих задач теории упругости в деформациях. 

Исследования в области динамических крае-

вых задач теории упругости и термоупругости 

относительно деформаций еще предстоит. 

В работе [20] связанные задачи термоупру-

гости сформулированные относительно пере-

мещений и температуры решены численно ко-

нечно-разностным методом. Работа [21] посвя-

щена формулировке и численному решены свя-

занных краевых задач термопластичности от-

носительно перемещений. 

Работы Коновалова [22, 23] посвящены 

формулировке и исследованию динамических 

краевых задач относительно напряжений.  

Вопросы формулировки краевых задач от-

носительно деформаций является малоизучен-

ной областью механики деформируемого твер-

дого тела. В этой области можно отметить ра-

боты Победри и Бородачева. В работах По-

бедри уравнения совместности деформаций в 

сочетании с уравнениями равновесия записаны 

в виде шести дифференциальных уравнений 

относительно компонентов тензора напряже-

ний и деформаций. В работах Бородачева крае-

вые задачи в деформациях рассмотрены в бес-

конечной полуплоскости [7]. 

Данная работа посвящена формулировке и 

численному решению связанных динамиче-

ских краевых задач термоупругости относи-

тельно деформаций и температуры. Дискрет-

ные уравнения составлены конечно-разност-

ным методом в виде явных и неявных схем. Ре-

шены численно связанная динамическая задача 

для стержня, плоская связанная динамическая 

задача термоупругости относительно деформа-

ций и для параллелепипеда. Для обоснования 

справедливости сформулированных связанных 

задач относительно деформаций, задача ре-

шена различными методами. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Связанная краевая задача термоупругости 

для изотропных тел состоит из уравнения дви-

жения: 

, ,ij j i iX u  + =               (1) 

соотношение Дюгамеля-Неймана 

02 ( ) ,

3 2 ,

i j ij ij ijТ Т    

  

= + − −

= +
    (2) 

соотношение Коши 

, ,

1
( ),

2
ij i j j iu u = +               (3) 

уравнение притока тепла 

0 , 0 ,ii iiC T w   − − = −           (4) 

и, начальных и граничных условий 

0 0 0
| ,  | ,  | ,i

i t t i t t i t t

u
u T T

t
 = = =


= = =


    (5) 

1 2

0 0| ,  | , | .i i ij j iu u n S Т Т  = = =     (6) 

где ij − тензор напряжений, ij − тензор де-

формаций, iu −  перемещения, iu −  вторая 

производная перемещения iu −  по времени t, 

T −  температура,  −  плотность, ,    −  

упругие постоянные Ламе,  −  шаровая части 

тензора деформаций, 0 −  коэффициент теп-

лопроводности, C −  коэффициент теплоем-

кости,  −  коэффициент теплового расшире-

ния, w −  источник тепла, iS −  поверхностная 

нагрузка, in −  компоненты внешней нормали 

к поверхности ,  iX −  объемные силы, 

ij −  символ Кронекера. 

Уравнение движения с помощью соотноше-

ний (2) и (3), может быть записано относи-

тельно перемещений [1,18,28] т.е. 
2 ( ) ,

(3 2 ) ,

i i

i i
i

u

T
X u

x

   

    

 + + −


− + + =



         (7) 

где 
2 −  оператор Лапласа, .kk =  

Продифференцировав уравнение (7) по jx : 

2
,

, , ,

( ) ,

(3 2 ) ,

i j i j

ij i j i j

u

Т X u

   

    

 + + −

− + + =
      (8) 

поменяв в (8) местами индексы i и j 
2

,

, , ,

( ) ,

(3 2 ) ,

j i ji

ij j i j i

u

Т X u

   

    

 + + −

− + + =
       (9) 

сложив уравнения (8) и (9), может быть 

найдено следующее уравнение относительно 

деформаций [2,5,8]: 
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2
,

, ,

( ) , (3 2 )

1
( ) .

2

ij i j ij

i j j i ij

Т

X X

       

 

 + + − + +

+ + =
  (10) 

Заметим, что последнее уравнение также 

может быть получено из условия совместности 

с помощью соотношения Дюгамеля-Неймана и 

уравнения движения и представляет собой ана-

лог условия совместности Сен-Венана. По-

этому, следуя работе [11-13] можно назвать его 

дифференциальным уравнением совместности 

деформаций. 

Дифференциальные уравнения совместно-

сти деформаций (10) в сочетании с уравнением 

притока тепла [26,27,29]: 

0 , 0 .ii iiC T w   − − = −      (11) 

с соответствующими начальными 

0 0 0
| , | ,  | ,ij t t i ij t t i t tf T T  = = == = =    (12) 

и граничными условиями 

20

0

2 ( ) ) | ,

| ,

ij ij ij j iТ Т n S

Т Т

    



 + − − = 

=
 (13) 

и, дополнительными условиями [11] получен-

ных из уравнений (1) и (2) 

, , ,( 2

) | 0,

i ij j i

i i

Т

X u

  

  

+ − +

+ − =
    (14) 

может быть рассмотрена как связанная краевая 

задача термоупругости относительно деформа-

ций (Задача А). 

Как показано в работах [12, 13], что при по-

становке двумерных статических краевых за-

дач теории упругости в напряжениях (дефор-

мациях), достаточно рассмотреть первую или 

вторую группу трех уравнений Бельтрами-Ми-

челла (дифференциальных уравнений совмест-

ности деформаций) в сочетании с тремя урав-

нениями равновесия с соответствующими гра-

ничными условиями. При этом, рассмотрением 

уравнения равновесия на границе заданной об-

ласти получены три дополнительные гранич-

ные условия, обеспечивающие замкнутость си-

стему дифференциальных уравнений. Анало-

гично статической задаче, в связанной краевой 

задачи (10-14), вместо первых трех дифферен-

циальных уравнений совместности деформа-

ций рассмотрим три уравнения движения выра-

женные относительно деформаций. Для того 

чтобы найти уравнения движения выраженные 

относительно деформаций, продифференци-

руем уравнение движения (1) с учетом соотно-

шения (2) по 1 2,x x и 3x  могут быть найдены 

следующие уравнения, соответственно: 

,11 1 , 1 ,11 1,1 11

,22 2 , 2 ,22 2,2 22

,33 3 , 3 ,33 3,3 11

2 ,

2 ,

2 ,

k k

k k

k k

Т X

Т X

Т X

    

    

    

+ − + =

+ − + =

+ − + =

(15) 

Продифференцированные уравнения дви-

жения (15) вместе с тремя дифференциаль-

ными уравнениями совместности деформаций 

(10) т.е. 

2
,

, ,

( ) ,

1
( ) ,

2

ij ij ij

i j j i ij

Т

X X i j

     

 

 + + − +

+ + = 
    (16) 

могут быть рассмотрены вместо уравнений 

(10) в задаче А. Таким образом, уравнения (15-

16) и (11-14) составляют новый вариант связан-

ной задачи термоупругости в деформациях (За-

дача Б). 

III. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

3.1 Численное решение для одномерных 

краевых задач. Построив в 0, 0t x l    

два семейства параллельных прямых 

( 0, ) , ( 0,1,2,...)x ih i n t k k= = = =  заме-

няя производные в задачах А и Б можно найти 

следующие разностные уравнения для обоих 

задач имеет одинаковый вид: 

1 1
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1
1 1

0 02

2 2 2
( 2 ) ,

2
0.

2 2

k k k k k k k k k
i i i i i i i i i

k k k k k k k
i i i i i i i

T T T

h h

T T T T T
c T

h


     
   



 
 

 

+ −
+ − + −

+ − + −
+ −

− + − + − +
+ − =

− + − −
− − =

  (17)

Эти уравнения внутри области имеют вто-

рой порядок аппроксимации O(h2,
2 ), и явля-

ются явными. Поэтому, разрешив эти разност-

ные уравнения (17) относительно 
1k

i
+

 и 
1k

iT +
 

соответственно, получим следующие рекур-

рентные соотношения: 
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2
1 11 1 1 1

2 2

1 1
1 11 1

0 02

2 2
( 2 ) 2 ,

22
.

2

k k k k k k
k k ki i i i i i
i i i

k k k k k
k ki i i i i

i i

T T T

h h

T T T
T T T

c h

  
     



 
 



+ −+ − + −

+ −
+ −+ −

 − + − +
= + − + −  

 

 − + −
= − +  

 

   (18)

Соотношения (18) позволяют найти значе-

ния искомых функций ( , )x t  и ( , )T x t  на 

слое 
1kt +

 если известны значения этих функ-

ций на двух предыдущих слоях. Значения 

функции ( , )x t  на двух начальных слоях 

0k =  и 1k =  могут быть найдены из началь-

ных условий: 

0 0 0 0 0 02
1 01 1 1 1

2 2

2 2
( 2 ) ,

2

i i i i i i
i i

T T T

h h

  
    


+ − + −

 − + − +
= + − +  

 
  

1 1

,
2

i i 




−−
=        (19)

а для функции ( , )T x t  заменяя смешанные 

производные другими разностными отношени-

ями можно найти, что 

0 0 0 1 1
1 01 1

0 02

2
.

2

i i i i i
i i

T T T
T T T

c h

 
 



−
+ −

 − + −
= − +  

 
      (20)

Соотношения (19) и (20) позволяют найти 

значения деформаций и температуры по рекур-

рентным формулам (18) на последующих 

слоях.  

Известно, что в явных схемах шаг   по вре-

мени t очень маленький по сравнению с h. 

Обычно, требуется выполнение следующего 

условия сходимости 

2

1
h


  [5, 9, 17]. Можно 

построить разностные схемы, для которых нет 

ограничительных условий для шагов сетки по x 

и t. Для чего в первых слагаемых уравнений 

(17) индекс k заменяем на k+1, тогда разностная 

схема становится неявной [19, 23, 25]: 

1 1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1 1

0 02

2 2 2
( 2 ) ,

2
0,

2 2

k k k k k k k k k
i i i i i i i i i

k k k k k k k
i i i i i i i

T T T

h h

T T T T T
c T

h


     
   



 
 

 

+ + + + −
+ − + −

+ + + + − + −
+ −

− + − + − +
+ − =

− + − −
− − =

   (21)

её можно привести к следующему трехдиого-

нальному виду, решаемого методом прогонки 

1 1 1
1 1 ,k k k k

i i i i i i ia b c f  + + +
+ −+ + =         (22) 

где 

2 2 2 2

1
1 1

2 2

2 2 2
, 2 , ,

2 2
.

i i i

k k k k k
k i i i i i

i

a b c
h h h

T T T
f

h

      



 
 



−
+ −

+ + +
= = − − =

− + −
= +

 

Аналогичным образом, уравнение (21) 

можно привести к трехдиагональному виду 

1 1 1
1 1 ,k k k k

i i i i i i iaT bT cT f+ + +
+ −+ + =        (23) 

 

где 

0 0 0

2 2 2

1 1 1

0

,    2 ,    ,
2

.
2 2

i i i

k k k
k i i i

i

c
a b c

h h h

T
f T c





  



 


 

+ − −

= = − − =

−
= −

 

Уравнения (22) и (23) могут быть решены 

методом прогонки с учетом начальных и гра-

ничных условий. 

3.2 Конечно-разностный метод для плос-

ких связанных динамических задач. Заменяя 

производные конечно-разностными отношени-

ями, можно найти дифференциальное уравне-

ние для задачи Б: 

11 11 11 22 22 22
1, , , , 1, , 1, , , , 1, , 1, , 1,

2 2 2
1 1 1

12 12 12 12 11 11 11
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , , 1 , , , , 1

2
1 2

2 2
( 2 )

2
2 ,

4

k k k
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j i j i j

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

T T T

h h h

h h

     
   

      
 



+ − + − + −

+ + + − − + − − + −

− + − + − +
+ + − +

− − + − +
+ =

(24) 
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22 22 22 11 11 11
, 1, , , , 1, , 1, , , , 1, , 1 , , 1

2 2 2
2 2 2

12 12 12 12 22 22 22
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2
1 2

2 2
( 2 )

2
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4

k k k
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j i j i j
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
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+ =

 (25) 

 

12 12 12 12 12 12
1, , , , 1, , , 1, , , , 1,

2 2
1 2

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1 2

11 11 11 11
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1 2

22
1, 1,

2 2
( )

4

+( )(
4

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

k k k k
i j i j i j i j

i j k i j k i j k i j k

i j k i

h h

T T T T

h h

h h

     


   
 

 

+ − + −

+ + + − − + − −

+ + + − − + − −

+ + +

− + − +
+ −

− − +
− +

− − +
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−
+

22 22 22 1 1
1, 1, 1, 1, 1, 1, 12 , 12 , 12 ,

2
1 2

2
) ,

4

k k k
j k i j k i j k i j i j i j

h h

    




+ −
− − + − −− + − +

=

            (26) 

1 1
1, , 1, , 1 , , 1

0 2 2
1 2

11 11 22 22
, , 1 , , 1 , , 1 , , 1, ,

0

2
( )

2

( ) 0.
2 2

k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j ij ij

i j k i j k i j k i j ki j k

T T T T T T T T
C

h h

T




   


 

+ −
+ − + −

+ − + −

− + − + −
+ − −

− −
− + =

   (27) 

Решив разностные уравнения (24-27) отно-

сительно 
1 1

11 , 22 ,,  k k
i j i j + +

 и 
1

,
k

i jT +
 соответ-

ственно, получим следующие рекуррентные 

соотношения: 

2
11 1, 11 , 11 1,1

11 , 2
1

22 1, 22 , 22 1, 1, , 1,

2 2
1 1

12 1, 1 12 1, 1 12 1, 1 12 1, 1 1
11 , 11 ,

1 2

2
(( 2 )

2

2 ) 2 ,
4

k k k
i j i j i jk

i j

k k k k k k
i j i j i j i j i j i j

k k k k
i j i j i j i j k k

i j i j

h

T T T

h h

h h

  
  



  
 

   
  

+ −+

+ − + −

+ + + − − + − − −

− +
= + +

− + − +
+ − +

− − +
+ + −

  (28) 

2
22 , 1 22 , 22 , 11

22 , 2
2

11 , 1 11 , 11 , 1 , 1 , , 1

2 2
2 2

12 1, 1 12 1, 1 12 1, 1 12 1, 1 1
22 , 22 ,

1 2

(( 2 )

2 ) 2 ,
4

k k k
i j i j i jk

i j

k k k k k k
i j i j i j i j i j i j

k k k k
i j i j i j i j k k

i j i j

h

T T T

h h

h h

  
  



  
 

   
  

+ −+

+ − + −

+ + + − − + − − −

− +
= + +

− + − +
− +

− − +
+ + −

                 (29) 
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2
12 1, 12 , 12 1, 12 , 1 12 , 12 , 11

12 , 2 2
1 2

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1 2

11 1, 1 11 1, 1 11 1, 1 11 1, 1

1 2

22 1, 1 2

2
( ( )

4

( )(
4

k k k k k k
i j i j i j i j i j i jk

i j

k k k k
i j i j i j i j

k k k k
i j i j i j i j
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h h

T T T T

h h

h h

     
 



   
 



+ − + −+

+ + + − − + − −

+ + + − − + − −

+ +

− + − +
= + −

− − +
− +

− − +
+ + +

−
+

2 1, 1 22 1, 1 22 1, 1 1
12 , 12 ,
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)) 2 ,
4

k k k
i j i j i j k k

i j i j
h h

  
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+ − − + − − −
− +

+ −

         (30) 

1, , 1, , 1 , , 11
0 2 2

1 2

1 1 1 1
11 11 22 22, , 1

0

22
( ( )

( )) .
2 2

k k k k k k
i j i j i j i j i j i jk

ij

k k k k
ij ij ij iji j k k

ij

T T T T T T
T

C h h

T T






   


 

+ − + −+

+ − + −
−

− + − +
= + −

− −
− + +

     (31)

Соотношения (28-31) позволяют найти зна-

чения искомых функций 11( , , ),x y t  

22 12( , , ),  ( , , )x y t x y t   и ( , , )T x y t  на слое 

1kt +
 если известны значения этих функций на 

двух предыдущих слоях. Значения функции 

( , , )i x y t  на двух начальных слоях 0k =  и 

1k =  могут быть найдены из начальных усло-

вий. 

В первых слагаемых уравнений (24) индекс 

k заменяем на k+1, тогда разностная схема ста-

новится неявной: 

1 1 1
11 1, 11 , 11 1,

2
1

22 1, 22 , 22 1, 1, , 1,

2 2
1 1

1 1
12 1, 1 12 1, 1 12 1, 1 12 1, 1 11 , 11 , 11 ,

2
1 2

2
( 2 )
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i j i j i j

k k k k k k
i j i j i j i j i j i j
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i j i j i j i j i j i j i j

h

T T T

h h

h h

  
 

  
 

      
 



+ + +
+ −

+ − + −

+ −
+ + + − − + − −

− +
+ +

− + − +
+ − +

− − + − +
+ =

     (32)

её можно привести к следующему трехдиаго-

нальному виду, решаемого методом прогонки 
11 11 11

1, , 1 , , 1 1, , 1 , .k
i j k i j k i j k i ja b c f  + + + − ++ + =  (33) 

Уравнения (25) и (26), аналогично (27), мо-

гут быть приведены к трехдиагональному 

виду, с различным коэффициентами т.е. 

, 1, 1 , , 1 , 1, 1

1, , 1 , , 1 1, , 1

, 1, 1 , , 1 , 1, 1

1, , 1 , , 1 1, , 1

22 22 22

12 12 12

12 12 12
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,
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,
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i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

у
i i i ijk
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i i i ijk
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i i i ijk

xx
ijk

a b c f

a b c f

a b c f

AT BT CT F

  

  
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+ + + − +

+ + + − +

+ + + − +

+ + + − +

  + + =

+ + =

+ + =

+ + =

, 1, 1 , , 1 , 1, 1

12 12 .
i j k i j k i j k

уy
ijkAT BT CT F

+ + + − +
+ + =

  (34) 

Из уравнений (24) и (25) следует, что реше-

ние разностных уравнений последовательному 

четырехкратному применению метода про-

гонки. А именно, первые два уравнения реша-

ются методом прогонки согласно индексам i  и 

j  соответственно, а третье и четвертые урав-

нение по ,i j . Такой метод решения, согласно 

работе [6] называется методом переменных 

направлений. 

Аналогичным образом могут быть найдены 

рекуррентные формулы для задачи А и решены 

с помощью метода переменных направлений. 

3.3 Численные модели и методы решения 

связанных краевых задач термоупругости 

для параллелепипеда. В трехмерном случае 

для задачи А можно написать конечно-раз-

ностные уравнение следующим образом: 
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11 11 11 22 22 22
1, , , , , , 1, , , 1, , , , , , 1, , ,
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2 2
1 2

11
, , 1, , ,

2 2
( 2 ) ( )(

2 2
) (

2

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

i j k l i j

h h

h h

     
   

     


 

+ − + −

+ − + −

+

− + − +
+ + + +

− + − +
+ + +

−
+

11 11
, , , 1,

2
3

11 11 11
1, , , , , , 1, , , , , , 1 , , , , , , 1

2 2
1

)

2
.

k l i j k l

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

h

T T T

h



  
 



−

+ − + −

+
−

− + − +
− =

      (35)

Аналогичным образом найдём конечно-раз-

ностные уравнения для 22 33 12,  ,  ,  

13 23,  ,  .T   

Решив эти разностные уравнения относи-

тельно 
1l

i
+

 и 
1l

iT +
 соответственно, получим 

следующие рекуррентные соотношение: 

11 11 112
1, , , , , , 1, , ,11

, , , 1 2
1

22 22 22 33 33 33
1, , , , , , 1, , , 1, , , , , , 1, , ,

2 2
1 1

11 11 11
, 1, , , , , , 1, ,

2
2

2
(( 2 )

2 2
( )( )

2
(

i j k l i j k l i j k l
i j k l

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

i j k l i j k l i j k l i

h

h h

h

  
  



     
 

   


+ −
+

+ − + −

+ −

− +
= + +

− + − +
+ + + +

− +
+ +

11 11 11
, , 1, , , , , , 1,

2
3

1, , , , , , 1, , , 11 11
, , , , , , 12

1

2
)

) 2 .

j k l i j k l i j k l

i j k l i j k l i j k l
i j k l i j k l

h

T T T

h

 

  

+ −

+ −
−

− +
−

− +
− + −

               (36)

Соотношение (36) позволяют найти значе-

ния искомых функций 11( , , , )x y z t  на слое 

1lt +
 если известны значения этих функций на 

двух предыдущих слоях. Значения функции 

( , , , )i x y z t на двух начальных слоях 0k =  и 

1k =  могут быть найдены из начальных усло-

вий, и могут быть приведены к трехдиагональ-

ному виду, с различным коэффициентами т.е.: 
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 (37) 

Решение разностных уравнений последова-

тельному четырехкратному применению ме-

тода прогонки по соответствующим коорди-

натным осям. Задачу Б можно решить рекур-

рентными отношениями и методом Прогонки. 

IV. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Явные и неявные разностные схемы связан-

ной задачи термоупругости в деформациях для 

стержня решались рекуррентными соотноше-

ниями и методом прогонки, соответственно, 

при следующих начальных и граничных усло-

виях: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

00 0

0

0

, 0, , sin ,

, 0, , 0,

, 0, , 0,

i

t t

x x l

x x l

x
x t T x t T

x t x t

T x t T x t




 

= =

= =

= =

 
= =  

 

= =

= =

  (38) 

и исходных данных 00.8, 0.032, = =

0.05,  0.5, = =  0.9,  3.2,c = =  

0 15,  0.1,  0.01,  1.T h = = = =  

В таблице 1 сравнены численные резуль-

таты для деформаций, полученные с помощью 

явной и неявной схемы. Аналогичное сравне-

ние проведено для температуры в таблице 2. 
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Таблица 1. Значения функции ( , )x t  при t=0.05 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 

Явная схема (Рекуррентное отношения) 0.0000 0.0107 0.0203 0.0279 0.0328 0.0345 

Неявная схема (Метод Прогонки) 0.0000 0.0106 0.0202 0.0278 0.0327 0.0343 
 

Таблица 2. Значения функции ( , )T x t  при t=0.05 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 

Явная схема (Рекуррентное отношения) 0.0000 4.6100 8.7600 12.100 14.200 14.900 

Неявная схема (Метод Прогонки) 0.0000 4.6000 8.7600 12.100 14.200 14.900 

На рис. 1 и 2 показаны распределение де-

формаций и температуры в стержне по коорди-

нате и времени полученные по явной и неявной 

схеме.  

 
Рис. 1. График распределения тензора деформаций 

(неявная схема) 

 
Рис. 2. График распределения температуры (яв-

ная схема) 

На рис. 3 сравнены кривые, показывающие 

изменение деформации по времени в средин-

ной точке стержня, построенные по результа-

там полученных рекуррентным формулам (яв-

ная схема) и методом прогонки (неявная 

схема). 

 
Рис. 3. Сравнение результатов тензора деформации 

по времени при x=0.5 

Сравнение результатов по таблицам 1-2 и 

рисункам 1-3 показывают, что численные ре-

зультаты, найденные по рекуррентным соотно-

шениям и по методу прогонки достаточно 

близки, чем обеспечивается справедливость 

сформулированных краевых задач и достовер-

ность полученных численных результатов. 

Для связанной задачи термоупругости в де-

формациях двумерном случае решались при 

следующих начальных и граничных условиях: 
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1 2
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t

t t t

t t t

yx
T x y t T T

l l

x y t x y t x y t

x y t x y t x y t
t t t



  

  

=

= = =
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  
= = =
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y l

x x l y y l
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    (40)

Относительно перемещений имеет следую-

щий вид: 
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0 0

0 0 0
1 2

( , , ) | 0,   ( , , ) | 0,

( , , ) | sin sin ,

t t

ji
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yx
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            (42)

и, исходных данных 0 15,  0.78,T = =  

0 0.06,  0.05, = =  0.5, =  0.86, =  

1 2 1 23.4,  0.1,  1.c h h l l = = = = =  

По таблице 3 можно сравнивать численные 

результаты для деформаций, полученные с по-

мощью явной и неявных схем для задач А и В 

и полученные относительно перемещений в 

средине прямоугольника. Аналогичное сравне-

ние проведено для температуры в таблице 4. 

Таблица 3. Значения функции 
11

( , , )x y t  при t=0.05, y=0.5 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 

задача А (явная схема) 0.000 0.011 0.021 0.028 0.033 0.035 

задача А (неявная схема) 0.000 0.011 0.021 0.028 0.033 0.035 

задача Б (явная схема) 0.000 0.007 0.017 0.025 0.030 0.032 

задача Б (неявная схема) 0.000 0.007 0.017 0.024 0.030 0.032 

Относительно перемещений 0.000 0.006 0.018 0.028 0.033 0.034 

 

Таблица 4. Значения функции ( , , )T x y t  при t=0.05, y=0.5 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 

задача А (явная схема) 15.000 19.558 23.665 26.920 29.009 29.728 

задача Б (явная схема) 15.000 19.561 23.669 26.925 29.013 29.732 

Относительно перемещений 15.000 19.581 23.629 26.866 28.943 29.659 

 

 
 

 

Рис. 4. Сравнения распределения тензора деформа-
ций t=0.05, y=0.5 на основе задач А и В 

Рис. 5. Сравнение распределения тензора деформа-
ций t=0.05, y=0.5 на основе задачи А 

 

Явная и неявная разностная схемы (задача 

А и Б) связанной задачи термоупругости в де-

формациях для параллелепипеда, решались ре-

куррентными соотношениями и методом про-

гонки, соответственно, при следующих началь-

ных и граничных условиях: 
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  (44)

и, исходных данных 0 20,  0.78,T = =  

0 0.06,  0.05, = =  0.5, =  0.86, =

1 2 1 23.5,  0.1,  1.c h h l l = = = = =  

Таблица 5. Значения функции ( , , , )T x y z t   при t=0.05, y=0.5, z=0.5 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 

Задача А (явная схема) 0.000 6.014 11.420 15.697 18.437 19.380 

Задача А (неявная схема) 0.000 6.014 11.421 15.698 18.438 19.381 

Задача Б (явная схема) 0.000 6.017 11.426 15.706 18.447 19.389 
 

Таблица 6. Значения функции 11( , , , )x y z t   при t=0.05, y=0.5, z=0.5 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 

Задача А (явная схема) 0.000 0.014 0.027 0.038 0.044 0.046 

Задача А (неявная схема) 0.000 0.014 0.027 0.037 0.044 0.046 

Задача Б (явная схема) 0.000 0.010 0.023 0.033 0.040 0.043 

 
Рис. 6. Сравнение распределения тензора деформа-

ций t=0.05, y=0.5, z=0.5 (задача А) при явной и неяв-

ной схеме 

 

 
Рис. 7. Сравнение распределения тензора деформа-

ций при t=0.05, y=0.5, z=0.5 (задача А и Б) 

 

На рис. 6 сравнены кривые, показывающие 

изменение деформации по времени в средин-

ной точке параллелепипеда, построенные по 

результатам полученных рекуррентным фор-

мулам (явная схема) и методом прогонки (не-

явная схема) для задачи А. На рис. 7 сравнены 

результаты полученные по задачам А и Б. 

Сравнение результатов по таблицам (5-6) и ри-

сункам (рис. 2-3) показывают, что численные 

результаты, найденные по рекуррентным соот-

ношениям и по методу прогонки достаточно 

близки, чем обеспечивается справедливость 

сформулированных краевых задач и достовер-

ность полученных численных результатов. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В качестве заключения по проведенной ра-

боте можно отметить следующие основные вы-

воды. Условия совместности Сен-Венана с по-

мощью уравнения движения и соотношения 

Дюамеля-Неймана записаны в виде новых диф-

ференциальных уравнений термоупругости от-

носительно деформаций и температуры, диф-

ференциальные уравнения термоупругости в 

сочетании с уравнением притока тепла и с со-

ответствующими начальными и граничными 



Новые модельные уравнения связанных краевых задач термоупругости … 

2024 Т. 7(3) МЕЖДУНАРОДНЫЙ ЖУРНАЛ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ И ПРИКЛАДНЫХ ВОПРОСОВ ЦИФРОВЫХ ТЕХНОЛОГИЙ ISSN 2181-3086 

 

43 

условиями составляют новую связанную крае-

вую задачу термоупругости в деформациях, 

для двумерных задач замена первые три из ше-

сти дифференциальных уравнений термоупру-

гости с тремя продифференцированными урав-

нения движения позволяет сформулировать эк-

вивалентную связанную задачу термоупруго-

сти в деформациях, наряду с обычными кине-

матическими и естественными граничными 

условиями, начальные и граничные условия 

могут быть наложены относительно компонен-

тов тензора деформаций и можно отметить что 

неявные и явные конечно-разностные уравне-

ния связанных задач термоупругости могут 

быть решены последовательным применением 

метода прогонки по соответствующим осям и 

рекуррентными соотношениями деформаций и 

температуры.  

В работе разработаны численные алго-

ритмы и соответствующее программное обес-

печение для решения трехмерных термоупру-

гих краевых задач. Исследовано влияние тем-

пературного поля на распределение деформа-

ций и напряжений. 
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NEW MODEL EQUATIONS OF COUPLED BOUNDARY VALUE PROBLEMS 

OF THERMOELASTICITY IN DEFORMATIONS: FOR AN ISOTROPIC ROD, 
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Abstract. The present work is devoted to the formulation and numerical solution of coupled boundary 

value problems of thermoelasticity with respect to deformations for a rod, a plate, and a parallelepiped. 

Two equivalent coupled boundary value problems of thermoelasticity with respect to deformations and 

temperature are proposed. The first equation of thermoelasticity is found within the framework of the com-
patibility conditions of the Saint-Venant deformations and the heat influx equation with the corresponding 

initial and boundary conditions. In the second case, the differential equations of thermoelasticity are re-

placed by differentiated equations of motion. The validity of the formulated two boundary value problems 

of thermoelasticity is substantiated by comparing their numerical results obtained by the sweep method 

and recurrence relations, as well as by solving a similar coupled problem with respect to displacements. 

Keywords: thermoelasticity, sweep method, temperature, boundary value problem, displacements, 

equations of motion. 
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