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Аннотация. Моделирование распространения загрязняющих примесей в атмосфере является 

одной из важнейших задач в экологических исследованиях и охране окружающей среды. Для иссле-

дования данного процесса широко используется уравнение адвекции-диффузии. Точность числен-

ного решения задач, сформулированных на основе уравнения адвекции-диффузии, во многом опре-

деляется способом аппроксимации членов, описывающих учитываемые эффекты, включая перенос, 

турбулентную диффузию, поглощение примеси, свойства частиц примеси, рельеф местности и 

т.д. В данной работе внимание сосредоточено на ряде вопросов, касающихся построения матема-

тической модели исследуемого процесса, разработки численного алгоритма решения задачи на ос-

нове разностной схемы Кранк-Николсона, повышения эффективности алгоритма за счет паралле-

лизации вычислительных процедур, а также анализа точности и сходимости используемого чис-

ленного метода, применительно к решению задачи распространения примеси в атмосфере. 

Ключевые слова: атмосфера, загрязняющая примесь, турбулентность, параллельный алго-

ритм, схема Кранка-Николсона, итерационный метод. 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Уравнение адвекции-диффузии – одна из 

разновидностей дифференциальных уравнений 

в частных производных параболического типа 

[1]. Непроходящий повышенный интерес мно-

гочисленных исследователей к решению задач 

на основе уравнения адвекции-диффузии свя-

зан с его широким прикладным приложением в 

различных предметных областях. 

Качество решения задач вычислительной 

гидродинамики, сформулированных на основе 

уравнения адвекции-диффузии, к которым от-

носятся задачи оценки и прогнозирования рас-

пространения загрязняющих примесей в атмо-

сфере, в значительной мере определяется тем, 

каким образом аппроксимируются члены, опи-

сывающие адвективный перенос и турбулент-

ную диффузию [2, 3]. 

Отметим, что за последние годы разрабо-

тано немало методов численного решения за-

дач, основанных на уравнении адвекции-диф-

фузии, разной степени эффективности. Тем не 

менее, построение математических моделей и 

поиск новых методов решения подобных задач 

остается актуальным научным направлением 

[4], как уже было сказано – в силу их широкого 

применения в исследовании различных дина-

мических процессов в геофизике и гидрологии, 

биологии, финансовой математике, экологии, 

механике сплошных сред и т.д. 

Среди многообразия различных методов 

численного решения дифференциальных урав-

нений, выделяется метод конечных разностей 

[5, 6] – простой и мощный инструмент, широко 

применяемой в научных и инженерных обла-

стях при моделировании динамических про-

цессов, развивающихся в пространстве и по 

времени. 

Математическая модель процесса распро-

странения примеси в атмосфере, рассматривае-

мая в данной работе, относится к семейству эй-

леровых моделей. Модели этого типа хорошо 

зарекомендовали себя в прикладных расчетах 

оценки распространения примеси от источни-

ков любого типа и в различных масштабах. 

Они позволяют моделировать любые поля 

ветра и турбулентности, а также любые комби-

нации источников выбросов. Количество от-

слеживаемых видов загрязняющих веществ мо-

жет превышать сотню наименований, причем 

примесь может присутствовать в газовой, жид-

кой и твердой фазах. 

Основные недостатки эйлеровых моделей 

связаны с наличием нескольких ограничений, 

которые сегодня уже не имеют принципиаль-

ного характера, но все еще актуальны [7]. К 

ним относится разрешение пространственно-

временной дискретизации вычислительной 

сетки, сопряженное с нехваткой желаемого 

уровня детализации полей метеорологических 

переменных. Данное ограничение постепенно 



 Ахмедов Д.Д., Боборахимов Б.И., Убайдуллаев М.Ш., Насруллаев П.А. 

2024 Т. 7(3) МЕЖДУНАРОДНЫЙ ЖУРНАЛ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ И ПРИКЛАДНЫХ ВОПРОСОВ ЦИФРОВЫХ ТЕХНОЛОГИЙ ISSN 2181-3086 

 

20 

снимается с развитием автоматических метео-

рологических сетей, информационных веб-сер-

висов и улучшением качества баз данных по 

выбросам, загрязняющим веществам, субъек-

там экологического мониторинга, цифровому 

описанию земной поверхности. 

Другое ограничение – это ошибки аппрок-

симации, возникающие использовании стан-

дартных конечно-разностных схем. Что, соб-

ственно, и решается путем разработки более 

совершенных численных методов.  

Еще один важный аспект – это высокие тре-

бования к вычислительной мощности в случае 

решения задач в многомерных постановках с 

граничными условиями различных типов. Од-

нако, этот узкий момент постепенно нивелиру-

ется возрастающей производительностью со-

временных компьютеров и появлением широ-

кого разнообразия средств для реализации па-

раллельных и распределенных вычислитель-

ных алгоритмов, а также динамичное развитие 

и удешевление высокопроизводительных вы-

числительных систем.  

В этой связи, целью настоящей работы яв-

ляется формулировка математической модели 

процесса адвективного переноса и турбулент-

ной диффузии примеси в атмосфере, а также 

разработка параллельного алгоритма числен-

ного решения задачи оценки распределения 

концентрации примеси на основе конечно-раз-

ностной схемы Кранка-Николсона. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Основное уравнение адвективного пере-

носа и турбулентной диффузии загрязняющей 

примеси в атмосфере с учетом поглощения 

имеет следующий вид [8-11]: 
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2 2 2
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Здесь ( , , , )x y z t  – концентрация примеси 

(г/м3); 
0  – начальная концентрация примеси 

(г/м3); , ,u v w  – составляющие скорости ветра 

(м/с); gw  – скорость осаждения примеси (м/с); 

, ,x y zD D D  – коэффициенты диффузии по 

направлениям x , y , z , соответственно (м2/с); 

  – коэффициент распада (поглощения) при-

меси (c–1); ( , , )Q x y z  – источник выброса за-

грязняющей примеси;   – коэффициент взаи-

модействия с нижней границей, регулирующий 

отражение и прилипание частиц примеси

( )0 1  ; , ,L M N  – размеры области по 

направлениям x , y , z , соответственно (м); 

 0;t T  – время (с). 

III. МЕТОД РЕШЕНИЯ 

Для численного решения поставленной за-

дачи, прежде всего, область непрерывного из-

менения искомых ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0, 0,L M N T    

переменных, покроем равномерной сеткой:

( )



,  ,  ,  ;

0, 1;  0, 1; 0, 1; 0, ,

xyzt i j k nx i x y j y z k z t n t

i Nx j Ny k Nz n Nt

 = =  =  =  = 

= − = − = − =
    (6)

с шагами 

,  ,  
1 1

,  .
1

L M
x y

Nx Ny

N T
z t

Nz Nt

 =  =
− −

 =  =
−

 

Площадный источник выброса примеси 

( ), ,Q x y z  размером S SL M  с координатами 

центра Sx  и Sy , действующий на некоторой 

заданной высоте Sz z= , например ( ), , 0Q x y  – 

на поверхности земли, дискретизируется сле-

дующим образом: 
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( ), ,0 , ,i j SQ Q I i j=             (7) где SQ  – мощность выброса (г/м2·с); ( ),I i j  – 

индикаторная функция, определяемая как: 

( )
1 если   ,  ,  0;

, 2 2 2 2

0.

S S S S
S S S S

L x L x M y M y
x i x y j y k

I i j

   
−   + −   + =

= 



К основному уравнению (1) применяем сме-

шанную схему Кранка-Николсона с весом 0,5 

для текущего и следующего временных шагов, 

позволяющую повысить точность и стабиль-

ность решения по сравнению с явными и неяв-

ными схемами [12, 13]:

( )

1 1 1
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        (8) 

Уравнение (8) приведем к более удобному 

виду для решения на каждом временном шаге: 
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Аппроксимируем граничные условия с ис-

пользованием центральной разности: 
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Соответственно, для первых и последних 

точек имеем: 
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,0, ,1, ;i k i k =               , 1, , 2, ;i Ny k i Ny k − −=                       (13) 

, ,1

, ,0 ;
2

z i j

i j
z

D

z D






−
=

 −
         , , 1 , , 2.i j Nz i j Nz − −=  

На каждом временном шаге для каждой 

точки сетки ( ), ,i j k  возникает система линей-

ных уравнений вида: 

.Ax b=     (14)  

Матрица коэффициентов A , включающая 

все разностные операторы для 
1n +

, формиру-

ется из коэффициентов дискретизированного 

уравнения переноса и диффузии примеси в ат-

мосфере (9): 

- в узлах ( ), ,i j k  на главной диагонали: 

, , ; , 2, 2 2
1 ;

2

x
i j

z
k

y

i j kA
DD Dt

x y z


 
+ − + + +     

=  

- для узлов ( )1, ,i j k+  и ( )1, ,i j k−  в соседних 

точках по x : 

2, , ; 1, ,

1 1
;

4
j k i j k xiA

t
u D

x x
+

  
−

 
= + 


 

, , , 2, ; 1

1 1
;

4
i xi j k j k

t
uA D

x x
−

  
+ 

  
=  

- для узлов ( ), 1,i j k+  и ( ), 1,i j k−  в соседних 

точках по y : 

, , ; , 1, 2

1 1
;

4
i j k i yj k

t
vA D

y y
+

 
−= +    

 

1 2, , ; , ,

1 1
;

4
i j k i k yjA

t
v D

y y
− =

 
+    

 

- для узлов ( ), , 1i j k +  и ( ), , 1i j k −  в соседних 

точках по z : 

2, , ; , , 1

1 1
( ) ;

4
gi j k zi j kA

t
w w D

z z
+

  
− −= + 

  
 

1 2, , ; , ,

1 1
( ) .

4
gj zi j k i kA

t
w w D

z z
−

  
−= + 

  
 

Вектор правой части b  формируется из 

всех уже известных значений концентрации 

n  с включением влияния источника выброса 

примеси: 

 

1, , 1, , , 1, , 1,

, , , ,

, , 1 , , 1 1, , , , 1, ,

2

, 1, , , , 1, , , 1 , , , , 1

2

2 2 2

2
( )

2

2 2

n n n n
i j k i j k i j k i j kn

i j k i j k

n n n n n
i j k i j k i j k i j k i j k

g x

n n n n
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

y z

t
b u v

x y

w w D
z x

D D
y z

   


    

     

+ − + −

+ − + −

+ − + −

 − −
= + − − −

 

− − +
− − + +

 

− + − +
+ +

 
, , , ,2

.n
i j k i j kQ


− +


    (15)

Для решения системы линейных уравнений 

(14), используем итерационный метод сопря-

женных градиентов, особенно эффективный 

для разреженных, симметричных, положи-

тельно определенных матриц. Метод сопря-

женных градиентов – это частный случай ме-

тода сопряженных направлений [14, 15]. Суть 

этого метода состоит в том, чтобы найти такое 

приближение для решения 
*x  при котором раз-

ность (невязка) 
* *r b Ax= −  станет настолько 
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малой, чтобы считать текущее приближение 

близким к истинному решению. 

Для начала итерационного процесса выби-

рается произвольное начальное приближение 

0x  (обычно нулевой вектор) – в нашем случае 

начальная концентрация для которого вычис-

ляется невязка 0r  и вектор направления 0p : 

0
0 ,x =  0 0 ,r bb Ax= − =  0 0 .p br= =  

Затем, на каждом шаге итерации 

0,1,2...,k =  до тех пор, пока не сойдется итера-

ционный процесс, выполняем следующие дей-

ствия: 

1) вычисляем длину шага в направлении 

движения поиска – коэффициент k : 

;
T
k k

k T
k k

r r

p Ap
 =  

2) обновляем приближение решения на оче-

редной итерации: 

1 ;k k k kx x p+ = +  

3) обновляем значение невязки: 

1 ;k k k kr r Ap+ = −  

4) проверяем условие сходимости: 

1 2 1 2 ;k kr b Ax + += − ‖ ‖ ‖ ‖  

5) если условие выполнено – итерации пре-

кращаются, иначе вычисляем коэффициент 

:k  

1 1 ;
T
k k

k T
k k

r r

r r
 + +=  

6) обновляем направление движения по-

иска: 

1 1 ;k k k kp r p+ += +  

7) увеличиваем счетчик итераций: 

1;k k= +  

8) возвращаемся к действию 1. 

Критерий сходимости итерационного про-

цесса выбирается в зависимости от требований 

к точности решения. Для задач со средней точ-

ностью значение 
610 −=  будет оптимальным.  

Рассмотренная конечно-разностная схема 

имеет второй порядок точности по времени и 

пространству ( ) ( )2 2O O h + , а общая слож-

ность вычислительного алгоритма составляет 

( )O I k , где I  – общее число узлов сетки, а k  

– число итераций. 

IV. ПАРАЛЛЕЛИЗАЦИЯ  

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО АЛГОРИТМА 

Выше рассмотренный вычислительный ал-

горитм при всей своей точности и относитель-

ной простоте программной реализации, в 

смысле эффективности чрезвычайно зависит 

от пространственного разрешения сетки. Вы-

числительная сложность алгоритма значи-

тельно возрастает с увеличением размеров 

сетки , ,Nx Ny Nz  и количества временных ша-

гов Nt . Тем самым, для комфортного и много-

кратного проведения вычислительных экспе-

риментов становится целесообразным макси-

мально возможное повышение его производи-

тельности. 

На практике данная проблема, чаще всего, 

решается путем «распараллеливания» наибо-

лее ресурсоёмких частей вычислительного ал-

горитма [16, 17]. Отметим, что в нашем случае 

программная реализация была выполнена на 

языке python, который имеет встроенные мо-

дули многопоточной обработки данных. Но 

для по-настоящему сложных вычислительных 

задач, когда требуется параллельная обработка 

данных как между локальными процессор-

ными ядрами, так и между процессорами в 

сети, используются сторонние специализиро-

ванные библиотеки и фреймворки для паралле-

лизации, такие как «multiprocessing», «joblib», 

«numba», «scipy.pyamg», «mpi4py» и др. Выбор 

конкретной библиотеки зависит от доступных 

вычислительных ресурсов и требований к про-

изводительности.  

Подавляющую часть времени работы рас-

смотренного численного алгоритма занимают 

операции над матрицами: умножение матрицы 

на вектор, вычисление скалярного произведе-

ния векторов и обновление вектора. Все эти 

операции достаточно хорошо поддаются рас-

параллеливанию. В этой связи, с учетом до-

ступной вычислительной мощности и требова-

ний была выбрана библиотека «numba», позво-

ляющая значительно повысить эффективность 

(производительность) алгоритма за счет опти-

мизации большого количества операций над 

массивами [18]. 

Распараллеливание алгоритма реализовано 

на отдельных участках программного кода, ин-

капсулированных в рамках четырех функций: 
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«time_step», «apply_boundary_conditions», 

«cg_solver» и «matvec» (рис. 1). 

Первая в иерархии вложенности функция 

«time_step» вызывается в основном цикле по 

времени. За один шаг t  функция выполняет 

обновление значений концентрации   в узлах 

сетки  , обновление вектора правой части ,b

применение граничных условий и решение си-

стемы линейных уравнений (рис. 1).  

Следующая «apply_boundary_conditions» 

функция обновляет элементы вектора b  с уче-

том условия взаимодействия на нижней гра-

нице. Вектор b  здесь представляется одномер-

ным массивом длиной Nx Ny Nz  . Для каж-

дого элемента , ,0i jb , соответствующего ниж-

ней границе (плоскость 0z = ), выполняется 

операция: 

, ,1

, ,0 ,

1

i j

i j Nx i j

Dz
b b

zz

Dz




+  = +


+

 

где i j Nxb+   – это элемент вектора b , соответ-

ствующий координатам ( ), ,0i j  в одномерном 

представлении.

 

Рис. 1. Наиболее ресурсоемкие функции в программном коде

Распределение данных в функции 

«apply_boundary_conditions» осуществляется 

следующим образом – каждый из доступных 

процессоров P  получает определенный диа-

пазон индексов массива для обработки. Пред-

положим, что у нас четыре процессора и 

40Ny = , 40Nx = , тогда распределение будет 

таким (таб. 1): 

Таблица 1. Распределение элементов вектора по процессорам 

№ процессора Цикл по j Цикл по i 

1 от 0 до 9 от 0 до 39 

2 от 10 до 19 от 0 до 39 

3 от 20 до 29 от 0 до 39 

4 от 30 до 39 от 0 до 39 

Здесь каждый элемент i j Nxb+   обновляется 

независимо, соответственно отсутствует необ-

ходимость в синхронизации между процессо-

рами. Иными славами отсутствуют блокировки 

или ожидания других процессоров, что мини-

мизирует накладные расходы на параллелиза-

цию. После завершения параллельных циклов, 

обновленный вектор b  становится доступен 

для дальнейших вычислений. 

Наиболее ресурсоемкая функция 

«cg_solver» реализует метод сопряженных гра-

диентов для решения разреженной системы ли-

нейных уравнений Ax b= . Каждый процессор 

обрабатывает выделенный ему диапазон строк 
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матрицы A  и частей векторов ,  ,  x r p , соот-

ветствующих выделенным строкам матрицы 

(рис. 2). 

 

Рис. 2. Построчное разделение по процессорам

То есть, если имеем P  процессоров и мат-

рица A  имеет N  строк, то каждый процессор 

получает примерно N P  строк и такое же ко-

личество соответствующих элементов векто-

ров ,  ,  x r p . Основное взаимодействие (син-

хронизация) между процессорами происходит 

на этапе вычисления скалярных произведений, 

где необходимо объединение частичных сумм. 

Внутри функции «cg_solver» вызывается 

функция «matvec», которая выполняет умноже-

ние разреженной матрицы A  на вектор kp , а 

на выходе возвращает результирующий вектор 

kAp . Каждая итерация цикла, отвечающая за 

вычисление одного элемента результирующего 

вектора 
ikAp , будет выполняться параллельно. 

То есть для каждого i : 

,
i i jk ii k ij k

j i

Ap A p A p


= +  

где iiA  – диагональный элемент матрицы A ; 

ikp  – соответствующий элемент вектора kp ; 

ijA  – ненулевой элемент матрицы A ; 
jkp  – 

элемент вектора kp , соответствующий j -му 

ненулевому элементу i -ой строки матрицы .A  

Распределение данных осуществляется сле-

дующим образом – каждый процессор полу-

чает диапазон значений индекса i  для обра-

ботки. Например, если имеется 4 процессора и 

длина kp  составляет 1000, то каждый процес-

сор получит по 250 итераций цикла, причем 

синхронизация между ними не потребуется. 

После завершения всех итераций, результаты 

вычисления значений элементов вектора kAp  

объединяются. Предположим, что у нас 4 про-

цессора и длина вектора kp  равна 1000 (таб. 2): 

Таблица 2. Распределение строк матрицы по процессорам 

№ процессора Вычисление элементов kAp  для каждого i 

1 от 0 до 249 

2 от 250 до 499 

3 от 500 до 749 

4 от 750 до 999 

Далее, функция «cg_solver» выполняет вы-

числение скалярных произведений 
T
k kr r , 

T
k kp Ap , 1 1

T
k kr r+ +  и k , k . Скалярные произ-

ведения векторов вычисляются как суммы про-

изведений их элементов. Каждый процессор 

обрабатывает свой диапазон индексов для вы-

числения частичных сумм. Частичные суммы 

объединяются путем синхронизации. Обновле-

ния векторов ,  ,  x r p  выполняются локально 

на каждом процессоре для выделенной ему ча-

сти данных. После завершения каждой итера-

ции k , функция «cg_solver» проверяет условие 

сходимости и решает, продолжать ли вычисле-

ния. 

В результате работы «cg_solver» получаем 

решение   на текущей итерации цикла по вре-

мени, после чего функция «time_step» обнов-

ляет значение концентрации 
1n +

, а затем вы-

полняется переход к очередному шагу итера-

ции цикла по времени. 

Распараллеливание функции «time_step» 

позволяет значительно ускорить вычисления за 
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счет распределения операций между доступ-

ными ядрами процессора. В частности, функ-

ция «apply_boundary_conditions» эффективно 

использует параллелизацию с минимальными 

накладными расходами на синхронизацию, а 

функции «cg_solver» и «matvec» значительно 

ускоряют выполнение всех матричных опера-

ций. Тем самым, скорость работы численного 

алгоритма многократно возрастает при запуске 

на многопроцессорных системах. 

Для проверки производительности после-

довательного и параллельного вариантов вы-

числительного алгоритма было проведено не-

сколько экспериментов. Тестирование скоро-

сти выполнения всех вычислительных опера-

ций осуществлялось на ПК со следующими ха-

рактеристиками (таб. 3): 

Таблица 3. Характеристики вычислительной системы 

ЦПУ 
Тактовая частота 

(ГГц) 
Кол-во физиче-

ских ядер 
Кол-во логиче-

ских процессоров 
ОЗУ 

(ГБ) 

1 x Intel(R) 

Core(TM) 
i7-10700 

2,90 8 16 16 

 

В таб. 4 приведены результаты тестирова-

ния времени работы последовательного и па-

раллельного алгоритмов при различном разре-

шении дискретной сетки и связанном объеме 

вычислительной нагрузки. 

Таблица 4. Вычислительная нагрузка и производительность обычной и параллельной версий численного  
алгоритма 

Nx  Ny  Nz  Nt  
Количество 

узлов сетки 

Количество вы-

числительных 

операций 

Время работы  

последовательного 

алгоритма (сек.) 

Время работы 

параллельного 

алгоритма (сек.) 

10 10 10 10 1 000 107 0,60 6,67 

20 20 20 10 8 000 8⋅107 78,00 6,19 

30 30 30 10 27 000 2,7⋅108 1156,10 6,22 

40 40 40 10 64 000 6,4⋅108 2749,70 6,24 

100 100 100 10 1 000 000 1013 42802,90 8,05 

 

Таким образом, общая сложность парал-

лельного вычислительного алгоритма состав-

ляет: 
2

,
n

O I
P

 
  
 

 

где n  – количество неизвестных (размер мат-

рицы коэффициентов); I  – количество итера-

ций; P  – количество используемых процессо-

ров. 

V. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ  

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ  

ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Адекватность разработанной компьютер-

ной модели проверялась путем проведения се-

рии вычислительных экспериментов. В ходе 

расчетов во всех случаях использовалась па-

раллельная версия вычислительного алго-

ритма. 

Для моделирования исследуемого процесса 

переноса и диффузии примеси в приземном 

слое атмосферы были приняты следующие 

условия и ограничения. В качестве области ре-

шения задачи рассматривался параллелепипед 

с размерами 100L M N= = =  м, а в качестве 

источника выброса загрязняющей примеси – 

участок подстилающей поверхности площа-

дью = 4S  м2. Размер вычислительной сетки во 

всех экспериментах принимался одинаковым: 

100Nx Ny Nz= = =  с шагами  Δ ,  Δ ,  Δ ,x y z  

Δ 1t =  (рис. 3). 

Вычислительные эксперименты проводи-

лись при различных значениях компонент ско-

рости ветра ,  ,  u v w; коэффициентов турбу-

лентной диффузии , ,x y zD D D ; коэффициента 

поглощения  , коэффициента   и мощности 

источника Q . 

Отметим, что мощность площадного источ-

ника Q  определяется как произведение интен-

сивности выброса с единицы площади на об-

щую площадь источника, например, 

2 21 г/м с 4 м   г/с.4SQ Q S=  =  =  
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а) физическая область      б) вычислительная сетка 

Рис. 3. Схематичное представление расчётной области

Полное количество (массу) примеси в обла-

сти   за время  0,T , определяли с помощью 

функционала, определенного на множестве 

значений  : 

( )
0

, , , ,

T

P x y z t t



=    

или в дискретной форме 
11 1 1

, ,

0 0 0 0

.
NyNt Nx Nz

n
i j k

n i j k

P x y z t
−− − −

= = = =

        

На рис. 4-6 приводится визуализация ре-

зультатов расчета поля концентрации загрязня-

ющей примеси на различных высотах при сле-

дующих параметрах процесса: 

горизонтальная скорость ветра  = 2,4776U  

м/с; направление ветра 45°; 

 = 1,7525u ,  = 1,7525,v  0,0w= ,  

0,01gw =  м/с; 

= 0,001247,xD   = 0,001247,yD  

= 0,05247zD  м2/с; 

= 0,0  c–1; = 0 ; = 0,25SQ  г/м2·с; 

0 0 =  г/м3; 1t = . 

 
Рис. 4. Распределение концентрации примеси на 

высоте 5z =  м 

 
Рис. 5. Распределение концентрации примеси на 

высоте 7z =  м 
 

 
Рис. 6. Распределение концентрации примеси на 

высоте 9z =  м 

Как можно видеть из рис. 4-6, с удалением 

от источника шлейф выброса расширяется, а 

концентрация примеси снижается. Так, на вы-

соте 9 м область рассеивания примеси почти 

вдвое превышает размеры шлейфа на высоте 5 

м. Подобная картина исследуемого процесса 

вполне ожидаема, за исключением размеров са-

мого шлейфа. 

Другой аспект, на который нужно обратить 

внимание это то, что общая масса примеси 
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0,9999784485753571P   г, накопленная в рас-

сматриваемой области за время 1t =  близка к 

точному значению. Однако, уже при 10t =  и 

прежних значениях остальных параметров, 

масса выброшенной примеси составляет 

14,07P  , что значительно отличается от ожи-

даемого точного значения в 10 г. 

Вполне очевидно, что данные проблемы 

связаны с выбором подходящего разрешения 

сетки по пространственным переменным и вре-

мени [19]. Тем не менее, для заданных u , v , 

w  выбор значений Δ ,  Δ ,  Δ ,  Δ 1x y z t =  являлся 

оптимальным с точки зрения баланса между 

точностью и вычислительной эффективностью 

численного алгоритма даже с учетом его парал-

лельной реализации. 

На рис. 7-9 иллюстрируются влияние пара-

метра поглощения примеси воздушной массой 

атмосферы  , например в следствие повы-

шенной влажности, а также параметра погло-

щения примеси на нижней границе  , напри-

мер за счет прилипания к влажным участкам 

подстилающей поверхности земли. На рис. 9 

дополнительно показано влияние возросшей 

скорости осаждения примеси gw . 

 
Рис. 7. Распределение концентрации примеси при 

0,5 = , 0,5 = . 0,7116814481489455P   г. 

 
Рис. 8. Распределение концентрации примеси при 

1,0 = , 1,0 = . 0,5413553701658289P   г. 

 
Рис. 9. Распределение концентрации примеси при 

1,0 = , 1,0 =  и 0,1gw = . 

0,3730115344110097P   г. 

Распределение концентрации примеси на 

рис. 7-9 приведено на высоте 5z =  м. Значе-

ния остальных параметров аналогичны приве-

денным на рис. 4-6. 

Из рис. 7 следует, что при вдвое больших 

значениях параметров   и  , примерно на 

30% снижается концентрация примеси на рас-

сматриваемой высоте 5z =  м и в целом в об-

ласти. В случае крайних верхних значений 

1,0 =  и 1,0 =  (рис. 8), масса примеси со-

кращается вплоть до 45%. Если же дополни-

тельно увеличить скорость осаждения (рис. 9), 

то наблюдается более чем 60-ти процентное со-

кращение за счет «прилипания» к нижней гра-

нице большего количества примеси. 

На рис. 10 приводится визуализация резуль-

татов расчета поля концентрации загрязняю-

щей примеси на высоте 5z =  м при следую-

щих параметрах процесса: 5 = 2,U  м/с; угол 

34,5°; 2,05955 = u , ,1,4 = 1293v  0,0w= , 

0,005gw =  м/с; = 0,000235xD ,  = 0,002357yD

= 0,05351zD  м2/с; = 0,0  c–1; = 0 ; = 1,0SQ  

г/м2·с; 
0 0 =  г/м3 и разных значениях времени 

моделирования t . 

Эксперименты на рис. 10 и 11 проводились 

при = 1,0SQ , то есть общая мощность источ-

ника составляла  = 4,0Q  г/с. Небольшие изме-

нения значений скорости ветра и коэффициен-

тов турбулентной диффузии в целом не повли-

яли на характер развития процесса распростра-

нения примеси. 

Но общее увеличение выброса примеси, в 

отличие от экспериментов на рис. 4-9, теперь 

привело к расхождению баланса массы в сто-

рону повышения. Причем на каждой итерации 

по времени данная ошибка возрастает. Если 

при 1t =  (рис. 10) значение P  можно считать 
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допустимым, то при 5t =  (рис. 11) значение P  

уже слишком сильно отличается от ожидае-

мого значения в 20 г. 

 
Рис. 10. Распределение концентрации примеси на 

высоте 5z =  м при 1t = . 4,000017894176836P  г. 

 
Рис. 11. Распределение концентрации примеси на 

высоте 5z =  м при 5t = . 28,93248897006549P  г. 

Данная проблема вновь отсылает к необхо-

димости выбора оптимальных значений 

Δ ,  Δ ,  Δx y z  и  Δt , напрямую влияющих на точ-

ность и стабильность численного решения. 

Для оценки сходимости численных алго-

ритмов используются разнообразные методы, в 

том числе: метод эталонного решения, если из-

вестно аналитическое решение задачи; анализ 

сеточной сходимости, заключающийся в 

наблюдении за решениями при изменениях 

сетки разными пространственными шагами; 

анализ временной сходимости – аналогичный 

метод, но с использованием различных значе-

ний временного шага. 

Так как, получить аналитическое решение 

задачи (1)-(5) практически не представляется 

возможным, а анализ сеточной сходимости 

чрезвычайно ресурсоемкий для имеющейся 

вычислительной системы (таб. 3), то для экспе-

риментов в данном исследовании был выбран 

метод анализа временной сходимости. 

Анализ временной сходимости позволяет 

убедиться, что численный метод, реализован-

ный в виде программного алгоритма, стабилен 

и точно аппроксимирует решение при умень-

шении временного шага t . Суть анализ вре-

менной сходимости заключается в сравнении 

решений с различных временными шагами и 

оценке ошибок. 

В первую очередь требуется получить эта-

лонное решение при достаточно малом времен-

ном шаге. В данном случае эталонное решение 

было получено при ref 0,01t =  и ранее указан-

ных исходных параметрах процесса: 

100L M N= = =  м; 100Nx Ny Nz= = = ; 

Δ ,  Δ ,  Δ ,  Δ 1x y z t = ;  = 1,7525u ,  = 1,7525,v  

0,0w= , 0,01gw =  м/с; = 0,001247xD , 

 = 0,001247yD , = 0,05247zD  м2/с ; = 0,0  c–1; 

= 0 ; = 0,25SQ  г/м2·с; = 4S  м2; 
0 0 =  г/м3; 

1T = . 

Далее, решение задачи при тех же парамет-

рах было последовательно получено для вре-

менных шагов: 1 1,0t = , 2 0,5t = , 

3 0,25,t =  4 0,1t = , 5 0,05t = . После чего, 

для каждого временного шага вычислялась 

ошибка по сравнению с эталонным решением. 

Расчет ошибки выполнялся с использованием 

2L -нормы [20]:

( ) ( ) ( )( )
2

n , , n , , ref

, ,

1
E ,i j k i j k

i j k

t t t
Nx Ny Nz

  =  − 
 



где ( )nE t  – среднеквадратичная ошибка 

между решением для шага nt  и эталонным ре-

шением для шага reft . 

Полученные результаты приведены в таб. 5 

и рис. 12. Ошибка для эталонного решения ref  

при ref 0,01t =  принимается равной нулю. 

Как следует из полученных результатов 

(таб. 5, рис. 12), ошибка уменьшается с умень-

шением t , то есть можно считать, что числен-

ный алгоритм становится боле точным, а схема 

сходима. Так, при 4 0,1t = , 5 0,05t =  

ошибки значительно меньше, чем для больших 

временных шагов, что показывает хорошее 

асимптотическое поведение схемы при умень-

шении временного шага. 
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Таблица 5. Ошибки решения для различных t  

Ошибка Значение 

( )1E t  0,00032996525660511887 

( )2E t  0,00020284153281318896 

( )3E t  0,00010592688787832563 

( )4E t  4,0258128144193756E-05 

( )5E t  1,7958847115007180E-05 

 
Рис. 12. График ошибок решения для различных 

t . 

Наконец, для оценки порядка временной 

сходимости для приведённых значений t  и 

ошибок ( )E t , используем метод Ричардсона 

[20]: 

( ) ( )( )log 2

log(2)

E t E t
p

 
  или 

( ) ( )( )
( )

1

1

log
.

log

i i

i i

E t E t
p

t t

+

+

 


 
 

Полученные оценки порядка сходимости 

p  для каждой пары t  приведены на рис. 13. 

 

Рис. 13. Оценка порядка сходимости 

Величина оценки порядка сходимости 

должна быть как можно больше. Высокий по-

рядок сходимости означает, что решение чис-

ленной схемы быстрее приближается к точ-

ному решению при уменьшении шага по вре-

мени. 

Однако, график на рис. 13 указывает на то, 

что рассмотренная конечно-разностная схема 

не соответствуют равномерному порядку схо-

димости, а его колебания вероятно связаны с 

какими-то особенностями программной реали-

зации алгоритма либо самой схемы. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В качестве заключения по проведенной ра-

боте можно отметить следующие основные вы-

воды. 

Построена математическая модель про-

цесса адвективного переноса и турбулентной 

диффузии загрязняющей примеси в атмосфере 

с учетом поглощения частиц примеси воздуш-

ной массой и характера взаимодействия частиц 

примеси с подстилающей поверхностью назем-
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ного покрова. Для приближенного решения по-

ставленной задачи предложен численный алго-

ритм на основе методов конечных разностей и 

сопряженных градиентов с применением сме-

шанной схемы Кранк-Николсона, позволяю-

щей повысить точность и стабильность реше-

ния по сравнению с обычными явными и неяв-

ными схемами. 

Программно реализованный численный ал-

горитм позволяет эффективно решать задачу 

распространения примеси в атмосфере с уче-

том граничных условий и влияния основных 

факторов. Значительное ускорение работы ал-

горитма достигается за счет распараллелива-

ния с помощью python библиотеки numba 

наиболее ресурсоёмких участков кода, содер-

жащих вычислительные процедуры решения 

систем линейных уравнений. 

Анализ результатов временной сходимости 

показал уменьшение ошибки при уменьшении 

временного шага, что подтверждает времен-

ную сходимость примененной схемы. При со-

блюдении баланса между точностью, стабиль-

ностью и вычислительными затратами, для по-

лучения наиболее точных решений, следует 

выбирать значения t  в диапазоне 0,05< t

<0,1. 

Полученные оценки порядка сходимости 

для каждой пары временных шагов указывают 

на то, что предложенная разностная схема не 

демонстрирует равномерный порядок сходи-

мости, а его колебания могут быть связаны с 

особенностями временного шага и программ-

ной реализации численного алгоритма. 

В целом, анализ результатов вычислитель-

ных экспериментов позволяет считать, что раз-

работанная модель достаточно адекватно опи-

сывает процесс переноса и диффузии загрязня-

ющей примеси в атмосфере и не противоречит 

его физической природе. 
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A PARALLEL ALGORITHM FOR CALCULATING THE FIELD OF  

SURFACE CONCENTRATION OF POLLUTANTS IN THE ATMOSPHERE 

*Akhmedov D.D.1, Boborakhimov B.I..1, Ubaydullaev M.Sh.1, Nasrullaev P.A.1 
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Abstract. Modeling the distribution of pollutants in the atmosphere is one of the most important tasks 

in environmental research and environmental protection. The advection-diffusion equation is widely used 

to study this process. The accuracy of the numerical solution of problems formulated on the basis of the 

advection-diffusion equation is largely determined by the method of approximating terms that describe the 

effects taken into account, including transport, turbulent diffusion, absorption of impurities, properties of 

impurity particles, terrain, etc. In this work, attention is focused on a number of issues related to the con-

struction of a mathematical model of the process under study, the development of a numerical algorithm 

for solving the problem based on the Crank-Nicholson difference scheme, increasing the efficiency of the 

algorithm by parallelizing computational procedures, as well as analyzing the accuracy and convergence 

of the numerical method used in relation to solving the problem of pollutant propagation in the atmosphere. 

Keywords: atmosphere, pollutant, turbulence, parallel algorithm, Crank-Nicholson scheme, itera-

tive method. 


