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Аннотация. В статье разработана математическая модель описывающий системой диффе-

ренциальных уравнений в частных производных, для исследования неустановившийся фильтрация 

грунтовых вод в трёхслойном пласте и его аналитическое решение, где уравнение для напорного 

водоносного слоя получается на основе теории упругого режима с учетом перетекания с покров-

ного и слабопроницаемого слоя в слабопроницаемой перемычке. 

Подробно анализированы научно-исследовательских работы связанные с процессом фильтра-

ции жидкостей в однослойных и многослойных пористых среде.  

Получены равенства для определения напора грунтовых вод и пьезометрический напор при 

установившемся режиме фильтрации подземных вод в трехслойном пласте при неустановившийся 

приток к скважине вертикального дренажа в ограниченном пласте и решение задач фильтрации 

подземных вод в трехслойном пласте для малых и больших значений времени. 

Ключевые слова: математическая модель, подземные воды, грунтовые воды, фильтрация, 

аналитическое решение, численный алгоритм. 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Нет сомнений, что основной проблемой в 

вопросах стабильного развития сельскохозяй-

ственного сектора любого государства явля-

ется рост урожайности сельскохозяйственных 

культур и высокого качества выходного про-

дукта, которые связанны с решением ряда за-

дач: обоснования необходимости и интенсив-

ности водных мелиораций агроландшафтов; 

оптимизации расчётов сельскохозяйственного 

дренажа; управления водным режимом сель-

скохозяйственных угодий и т.д.   

Надо отметить, что объем дренажно-сброс-

ных вод на многих оросительных системах 

Средней Азии, Закавказья и других прилагаю-

щих регионов достигает более 30% водозабора. 

Многочисленные исследования гидрогео-

логических разрезов пластов показывает, что в 

большинстве случаев основной водоносный го-

ризонт, из которого производится откачка, пе-

рекрыт сверху малопроницаемом покровной 

толщей, а снизу подстилается слабопроницае-

мом прослойкой, через которую происходит 

связь нижележащими водоносным слоем.  

До настоявшего времени в отношение сла-

бопроницаемых прослоек, содержащих под-

земные воды, придерживались представления 

об их не сжимаемости или, в лучшем случае, 

признавали наличие в них упругих запасов, но 

считали их незначительными. Первые авторы, 

разработавшие гидродинамическую теорию 

упругого режима, Мур, Шильсюиз, Херст и 

Маскет учитывали только упругость жидкости, 

но не учитывали упругости пластов. Расхожде-

ние теоретических подсчетов с фактическими 

данными привело к необходимости создания 

более точного представления об упругом ре-

жиме фильтрации в пористой среде. Как нам   

известно в природных условиях пласты нахо-

дятся в сжатом состоянии, а с началом откачки 

подземных вод скважиной происходит пони-

жение давления около скважин, а в процессе 

откачки зона понижении давления вырастает. 

Освободившаяся вода за счет упругих запасов 

снижает эффективность работы скважины.  как 

показали проведенные исследование учет этой 

воды дает возможность более точно отразить 

физическую картину движения поземных вод в 

слоистых грунтах.  

Надо отметить, что имеется достаточное ко-

личество фундаментальных результатов по 

данной проблемой таких как, на примере, В.В. 

Щелкачева, В.М. Шестакова, Н.Н. Веригина, 

И.А.  Чарного и др., в которых учитывали ре-

жим фильтрации в слоях, а учет упругого ре-

жима в слабопроницаемых прослойках был 

разработан в работе Хантуша.         
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Надо отметить, что основным эмпириче-

ским законом фильтрации подземных вод явля-

ется закон, экспериментально полученный в 

1856 г. французским инженером Анри Дарси, а 

этот закон, получивший в дальнейшем назва-

ние закона Дарси, связывает расход подзем-

ного потока с потерями энергии при его движе-

нии.  

Большую роль в разработке математиче-

ских методов с интенсивным развитием теории 

и практики движении подземных вод сыграли 

также труды Ж.Дюпюи, Н.Е. Журковского, Ф. 

Форхгеймера, Ф.Б. Абуталиева, Э.Б. Абутали-

ева, П.Я. Полубариновой-Кочиной, В.И.Арави-

ной и С.Н. Нумеровой, Н.Н. Веригиной, Г.Н. 

Каменского, А.И. Силина -Бекчурина, П.П. 

Климентова, Г.Б. Пыхачева, В.А. Мироненко, 

И.К. Гавич и др.   

Численный метод решения обратной задачи 

определения дебитов скважин по заданным за-

бойным давлениям для многомерной модели 

течения слабосжимаемой жидкости в упруго-

деформируемой пористой среде предложен ав-

торами работы [1]. Аппроксимацию по про-

странственным переменным авторы выпол-

няли методом конечных элементов, что позво-

лило использовать неструктурированные сетки 

со сгущением в окрестностях расположения 

скважин. А дискретизация по времени постро-

ена с использованием неявной разностной ап-

проксимации. Авторами приведены резуль-

таты численных решений для двух- и трехмер-

ной постановок указанной задачи. 

Докторская диссертация Ф.Б. Абуталиева 

[2] посвящена проблеме, связанной с решением 

задач неустановившихся течений в однослой-

ных и многослойных пористых пластах и вы-

воду основных уравнений неустановившейся 

безнапорной фильтрации подземных вод с уче-

том испарения с зеркала грунтовых вод по тео-

рии Крылова-Аверьянова притока. В частно-

сти, получено численный алгоритм решение за-

дачи неустановившегося притока к вертикаль-

ной дрене в трехслойной ограниченном пласте 

с учетом испарения с зеркала грунтовых вод и 

упругого режима в слабопроницаемом про-

слойке.  Получено точное решение о неустано-

вившегося притоке к батарее вертикальных 

дрен в трехслойном ограниченном пласте со 

свободной поверхностью грунтовых вод в по-

кровном слое. Разработана конечно-разностная 

схема для решения задач в многослойных пла-

стах. Получено точное решение задач о неуста-

новившемся притоке к батареям вертикальных 

дрен в трехслойном ограниченном пласте для 

модели Хантуша.  

В работе [3] излагается методика исследо-

вания динамики потока подземных вод при от-

работке газового месторождения, сопровожда-

ющегося подъемом газо-водяного контакта. На 

математических моделях воспроизводятся два 

процесса –подъем газо-водяного контакта и 

процесс снижения напора в обводненной 

толще по мере заполнения подземными водами 

высвобождающегося порового пространства. 

методика может быть использована для оценки 

запасов подземных вод при отработке нефтя-

ных и газовых месторождений.  

В работе [4] исследовано испарение воды из 

предварительно водонасыщенных песчаных 

грунтов, лёсса и модельных образцов, пред-

ставленных отсеянными стандартными фрак-

циями песка. Анализ зависимостей параметров 

испарения от среднего влагосодержания об-

разца показал, что интенсивность испарения 

зависит от категорий влаги в грунтах: чем боль-

шим давлением  𝑃В   данная категория воды 

удерживается в грунте, тем меньше интенсив-

ность ее испарения. Сопоставление зависимо-

стей интенсивности испарения от влажности с 

кривыми водоудерживания (зависимостями 

давления влаги РВ в грунтах от влажности) поз-

волило установить взаимосвязь потенциала 

влаги в грунтах с параметрами испарения из 

них воды. Установлено, что каждая категория 

влаги в грунте (характеризуемая величиной 𝑃В  

или характеристической влажностью) обладает 

определенной интенсивностью испарения. 

Недавние исследования свидетельствуют о 

необходимости разработки более надежной 

прогнозной модели испарения [5–10], что воз-

можно при установлении более точных взаимо-

связей между параметрами испарения и факто-

рами, определяющими испарение влаги из 

грунтов 

В статье [11] выведена формула моделиро-

вания турбулентного режима фильтрацион-

ного потока в грунте малой мощности методом 

конечных разностей при нестационарной пло-

скопараллельной фильтрации воды с постоян-

ным уровнем в источнике подтопления при 

проведении прогнозов подтопления и дрениро-

вания в мелиоративном, городском и дорож-

ном строительстве. Кроме того, с помощью мо-

делирования в электронных таблицах эмпири-

чески найден новый критерий устойчивости 

для турбулентных методов конечных разно-

стей-модели при фильтрации воды в крупно-

зернистых средах. 

В статье [12] рассмотрены влияния филь-

трационных вод на подъем уровня грунтовых 

вод, а также определение степени возможного 
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подтопления населенных пунктов и хозяй-

ственных объектов, расположенных в непо-

средственной близости от водохранилища. В 

работе автором для расчета подпора грунтовых 

вод использовался метод предложенный Н.Н. 

Веригиной, который разработан на основе ли-

неаризации дифференциального уравнения 

Буссинеска и расчеты подпора грунтовых вод 

проводились на примере междуречья рек Цна и 

Лесной Тамбов в районе Тамбовского водохра-

нилища и г. Котовска. На основании проведен-

ного сопоставления расчетных данных с ре-

зультатами наблюдений по пьезометрическим 

скважинам до наполнения водохранилища и 

после него сделаны выводы об адекватности 

данного метода расчета натурным данным 

наблюдений. Относительная ошибка в расче-

тах не превышает 4%, что находится в пределах 

точности замеров УГВ в наблюдательных сква-

жинах. Проведенные расчеты при различных 

уровнях воды в водохранилище (от 124 до 128 

м) позволяют сделать вывод о том, что при со-

временных эксплуатационных уровнях воды в 

водохранилище выход грунтовых вод на по-

верхность земли не произойдет. 

В статье [13] рассмотрена методология мо-

делирования напорно-безнапорной фильтра-

ции воды в городском строительстве. Как отме-

чают авторы, особенностью такого процесса 

является наличие ползущей границы свобод-

ной поверхности воды в трещиновато-пори-

стой среде, если рассматривать реальные не-

стационарные течения в зависимости от вре-

мени. В работе рассмотрен простейший одно-

мерный случай напорно-безнапорной фильтра-

ции воды и изложена гипотеза  теории фильтра-

ции, которая позволяет вывести её на новый 

уровень представлений о движении воды в тре-

щиновато-пористых средах с напорно-без-

напорными течениями. В отличие от традици-

онной точки зрения, давление при нестацио-

нарной фильтрации на отрывающейся от водо-

упорной кровли свободной поверхности воды 

некоторое время остаётся в состоянии вакуума, 

то есть ниже атмосферного. В качестве инстру-

мента моделирования предложен авторский 

метод электронных таблиц. Движение ползу-

щей границы предложено реализовывать с по-

мощью условного оператора программирова-

ния и указаны направления дальнейшего раз-

вития предложенной методологии. 

В работе [14] рассматривается безнапорная 

фильтрация вод в грунте по горизонтальном 

направлении, и задача в приближении Бус-

синеска сводится к одномерному нелинейному 

параболическому уравнению относительно 

уровня грунтовых вод и анализируется про-

блема линеаризации исходного уравнения. На 

основе сопоставления решения задачи без-

напорной фильтрации в нелинейной и линеари-

зованной постановках показаны заметные рас-

хождения решений особенно для краевых задач 

с граничными условиями смешанного типа, ко-

гда значение функции не фиксируется на пра-

вой границе. В работе для стационарной филь-

трации из водоема в грунт с последующим пе-

ретеканием в нижние пласты получены анали-

тические решения. Авторами статьи показано, 

что имеют место два режима — первый, с бес-

конечным экспоненциальным хвостом, второй 

— конечный бугор подземных вод. Предложен 

новый подход к проблеме линеаризации — ква-

зилинеаризация с использованием уравнения 

Бюргерса. 

В диссертационной работе [15] проведено 

исследование и сравнение нелинейных и ли-

нейных моделей фильтрации, разработан па-

раллельный метод их решения и проведены 

численные эксперименты для различных задач 

фильтрации с краевыми условиями Дирихле и 

Неймана и проведены численное сравнение 

различных моделей фильтрации и установлены 

области применения каждой из моделей, срав-

нение итерационных методов решения СЛАУ, 

полученных при конечно-разностной аппрок-

симации рассматриваемых уравнений и пока-

зана эффективность их использования для за-

дач рассматриваемой проблематики. 

Статья [16] посвящена численному модели-

рованию процесса влаги и солепереноса в поч-

вогрунтах. В работе для проведения комплекс-

ного исследования предложена математиче-

ская модель с учетом кольматация пор грунта 

мелкодисперсными частицами со временим; 

изменения коэффициента проницаемости 

почвы, водоотдачи и коэффициента фильтра-

ции; изменения начальной пористости и пори-

стость осевшей массы, а также эффективный 

численный алгоритм. 

Разработана математическая модель для 

прогнозирования уровня грунтовых и подзем-

ных вод и концентрации солей в них, для про-

ектирования и разработки гидросооружениях, 

регулирования стоков подземных вод с целью 

предотвращения от потопления, засолению и 

заболачиванию земель, что наносит огромный 

ущерб народному хозяйству [17]. Подробно 

анализированы научно-исследовательских ра-

бот связанных данной проблемой используется 

закон Дарси и учитываются источник как ин-

фильтрацию (дожди, полива) и испарение.  Так 
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как процесс описывается нелинейной диффе-

ренциальной уравнения в частных производ-

ных для его решение разработан численный ал-

горитм, основанный на конно-разностной схе-

мой, а для нелинейных членов используется 

итерационная схема, где проверяется его схо-

димости.  

В работе [18] разработана математическая 

модель для прогнозирования уровня подзем-

ных вод в двухслойных пластах. Авторы рас-

сматривают двухслойную среду для математи-

ческого моделирования геофильтрационного 

процесса, состоящую из: грунтовых (с низкой 

пропускной способностью) и водяных слоев. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим нестационарный поток грунто-

вых вод в трехслойном пласте, когда основной 

напорный водоносный горизонт лежит под ма-

лопроницаемой покровной толщей, а снизу 

подстилается слабопроницаемой прослойкой, 

через которую происходит связь с нижележа-

щим слоем. 

Будем считать, что справедлива гипотеза 

А.Н. Мятиева - Г.Н. Гиринского напорном слое 

преобладают лишь горизонтальные. Это зна-

чит, что в покровном и слабопроницаемом 

слоях преобладает движение только по верти-

кали, тогда как горизонтальными составляю-

щими скорости фильтрации можно прене-

бречь, а в основном напорном слое преобла-

дают лишь горизонтальные движения. 

Уравнение неразрывности в покровном 

слое напишется так: 

0,
W

z


=


                         (1) 

где, ( , , , )W x y z t  - вертикальная составляющая 

скорости фильтрации. 

Подставляя в (1) выражение для W по за-

кону Дарси и учитывая условие неразрывности 

напоров на подошве покровного слоя, имеем: 

1 1

1

.в в

H H H
K q

t H


 −
= − +


               (2) 

Здесь: 
1H -уровень; 

в -свободная водоот-

дача или недостаток насыщения; 
вK -коэффи-

циент фильтрации в покровном слое; H -напор 

в среднем слое; q -суммарная инфильтрация 

характеризующая собственно инфильтрацию и 

испарение с поверхности уровня грунтовых 

вод. 

Уравнение для напорного водоносного слоя 

получается на основе теории упругого режима 

с учетом перетекания с покровного и слабопро-

ницаемого слоя: 

( )21

1

, , ,
,в n

H H H
T T

t x x y y

H x y m tH H
K K

H z


      

= + +  
       

 −−
+ −



       (3) 

где, x   и y  координаты горизонтальной плос-

кости,  - коэффициент упругой водоотдача; 

𝑇 = 𝑚𝑘 - фильтрационная проводимость; K -

коэффициент фильтрации; m  - мощность слоя 

(среднего водоносного горизонта); 
пK - коэф-

фициент фильтрации; 
2 ( , , , )H x y z t - напор в 

слабопроницаемой прослойке; z - координата  

по вертикали (рис. 1). 

В слабопроницаемой перемычке с учетом 

упругого режима фильтрации уравнение запи-

шется так, 
2

2 2

2
.п

H H
a

t z

 
=

 
                      (4) 

где, n n

п

n

K m
a


 - коэффициент пьезопроводно-

сти; 
п  - коэффициент упругой водоотдача; 

пт

- мощность слабопроницаемого слоя. 

Таким образом система дифференциальных 

уравнений в частных производных (2) – (4) 

описывает движение воды в трехслойном пла-

сте. Для однозначного решения этой системы к 

нему необходимо добавить начальные и крае-

вые условия. 

Рассмотрим неустановившийся приток 

воды к совершенной скважине, пробуренной в 

основной напорный пласт, работающий с по-

стоянным расходом 
cQ . Положим, что суммар-

ная инфильтрация q const= , пласт ограниче-

ний в плане (круговой) радиуса 𝑅𝑘 , а  скважина 

находится в центре пласта. Тогда в силу ради-

альной симметрии систему уравнений (2) – (4) 

после линеаризации можно записать так: 

1 1

1

;в в

cp

H H H
K q

t H


 −
= − +


   (5) 

( )

1

1

2

1 1

, ,
,

в

ср

п

К H HH H
r

a t r r r Т H

H r m tК

Т z

−   
= + − 

   

 −
−



      (6) 

2

2 2

2
,п

H H
a

t z

 
=

 
                     (7) 

здесь, a  – пьезопроводность основного напор-

ного горизонта. Положим, 
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( )1 0 1, ,n cp

n в

q q
H r t H m H U

К К
= + + +      (8) 

( )1 0, ,n

n

q
H r t H m V

К
= + +                (9) 

( ) ( )0, , ,n

n

q
H r z t H z m m W

К
= + + + +    (10) 

где 
0H  - постоянный напор в горизонтах ниже 

слабопроницаемой прослойки. 

 

Рис. 1. Схематическое представление  

многослойных пористых сред 

 

С учетом (8)-(10) уравнения (5)-(7) запи-

шутся в виде: 

1

,в в

cp

U U V
K

t H


 −
= −


                  (11) 

( )

1

1 1

, ,
,в п

ср

V V
r

a t r r r

W r m tК КU V

Т H Т z

   
= + 

   

 −−
+ −



        (12) 

2

2

1
.

n

W W

a t z

 
=

 
                   (13) 

Начальные и краевые условия при этом 

можно записать так, считая, что работа сква-

жины не влияет на 
0H  

( ) ( ) ( ),0 ,0 , ,0 0,U r V r W r z= = =           (14) 

0
lim ,

2

c

r

QV
r

r T→


=


                    (15) 

( ),
0,

кV R t

r


=


                      (16) 

( ), , , 0,nW r m m t− − =           (17) 

( ), , .W r m t V− =        (18) 

 

III. МЕТОД РЕШЕНИЯ 

Система уравнений (11)–(13) после приме-

нения преобразования Лапласа 

( ) ( )
0

,ptF p e f t dt f



−= =  

Примет следующий вид: 

( )
( )

( )

2

2

, ,1
.

в

n в в

n

U a U V

V r mК aV
V r U V

a r r r Т dz Т

d W
W

a dz



 




= − −

   −  

= − + −      

=


     (19) 

 

Переходя к изображениям в соотношениях 

(14)–(18), найдем граничные условия, которым 

должна удовлетворять система : 

( ) ( ), , , ,W r m V r − =            (20) 

( ), , , 0,nW r m m − − =            (21) 

0
lim ,

2

c

r

QV
r

r T →


=


         (22) 

( ),
0.

кdV R t

dr
=         (23) 

Исключая U  и  V  из второго уравнения си-

стемы (19), получим уравнение Бесселя для 

определения V : 

21
( ) 0,

V
r w V

r r r


  
− =    

               (24) 

где 

2

2

2

1
( )

1
.

вв

n n

n nn

w
a aB

m cth m
a aB

 




 

= + +
+

 
+   

 

     (25) 
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Надо отметить, что функции U  и W  свя-

заны с функцией V  формулами: 

,в

в

a
U V

a
=

+
       (26) 

( )

,

n

n

n

n

sh z m m
a

W V

sh m
a





  
+ + 

  
=

 
  
 

      (27) 

где  

1

,в

в

в ср

K
a

H
= 2 ,в

в в

T
B

a 
=  2 .n

n

n

m T
B

K
=  

Применим к уравнению (24) преобразова-

ние Ханкеля с конечными пределами и полу-

чим: 

( ) ( )*

0

0

, , .
kR

iH V rV r J r dr V   = =
    

В дальнейшем параметр преобразования 

* i

i

кR


 =  будет выбран надлежащим образом. 

На основании (28) имеем: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

* * * *
0 0 0 02

0 00

1 1
.

Kk K
RR R

i i i i

d dV d V dV dV dV d
H r r J r dr r J r rJ r J r dr

r dr dr r dr dr dr drdr
   

          = + = − −                      
 

Используя граничные условия: 

( )
0,

kdV R

dr


=   

0
lim

2

c

r

QdV
r

dr T →
= , 

находим: 

( )* *
0

0

1

2

.
k

c

R

i i

Qd dV
H r

r dr dr Tp

dV
r J r dr

dr



 

  
= − −   

   

− 

            (29) 

Последний интеграл проинтегрируем по ча-

стям получим: 

( ) ( )

( ) ( )

* *
0 0

0
0

* * *
0 0

0

.

k
K

K

R
R

i i

R

i i i

dV
r J r dr rJ r V

dr

V J r r J r dr

 

  

 = −

  − +
 





 

Далее, воспользуемся тем обстоятельством, 

что Бесселева функция ( )*

0 iJ r  удовлетворять 

дифференциальной уравнению: 

( ) ( ) ( )* * *
0 0 0*

1
0,i i i

i

J r J r J r
r

  


 + + =  

тогда, 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
* * * * *

0 0 02

0 0

1
, , .

2

K KR R

c
i i K K K i i i

Qd V dV
r J r dr R V R p J R rVJ r dr

r dr Tpdr
    



 
+ = − − −  

 
   

 

Выберем значения *
i  таким образом, 

чтобы ( )*
0 , 0K iJ R  =  или 

( ) ( )*
1 1, 0.K i iJ R J = =                   (30) 

Окончательно выражение (29) с учетом (30) 

примет вид: 

2
2

*

2

1
.

2

c
i

Qd V dV
H V

r dr Tpdr




 
+ = − − 

 
     (31) 

Таким образом, после применения преобра-

зования Ханкеля к уравнения (24), последнее 

принимает простой вид: 

( )
2* 2 0.

2

c
i

Q
V w p V

Tp



− − − =  

Откуда следует, что 

( )
2* 2

1
.

2

c

i

Q
V

Tp V w p 
= −

+
 

Воспользуемся теоремой, которая утвер-

ждает, что если функция ( )f x  удовлетворяет 

условиям Дирихле в замкнутом интервале 

( )0, kR  и если ее трансформанта Хенкеля с ко-

нечными пределами определяется при помощи 

равенства  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 0,

                         1,2,... ;

i i i i iA A A A A

при i

    + + + + =

=
 

в котором 
*

i  - корень трансцендентного урав-

нения: 

( ) ( )* * * 0,i k i k iJ R lJ R    + =         (32) 

то в каждой точке интервалы, в которой ( )f x  

непрерывна  
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( )
( ) ( )

( )

2

2

* * *

2 22 *
2 *

2

2
,

i i i

ik
k i

i

k

f J x
f x

R J Rl
R





  

 

=
   

+ −    
 

  

где сумма берется по всем положительным 

корням уравнения (32). 

Для того чтобы выполнялось соотношение 

(30) необходимо положить 0l = = , тогда для 

функции можно записать следующее выраже-

ние 

( )

( )

( )
2

*
0

2 2* 2 *
0

1
,

ic

ik i k i

J rQ
V

TR p w p J R



  

= −
+  

 

  

или 

( ) ( )
2

0

22 2
0

1
.

i

kc

i ii k

r
J

RQ
V

Tp Jw p R



 

 
 
 

= −
+

     (33) 

Из (33) легко можно найти V  при стацио-

нарном режиме. Для этого воспользуемся из-

вестным из теории интегрального преобразова-

ния Лапласа предельным соотношением между 

изображением и оригиналом, 

0
lim lim ,

t
V V




→ →
=                       (34) 

( )

0

2 2
2 0

2

1
.

i

kc

i k i
i

n

r
J

RQ
V

T R J

B



 


 
 
 

= −

+

         (35) 

Сумму ряда (35) определим следующим об-

разом. Общий интеграл уравнения (24) равен: 
 

( ) ( )0 0 .V AI wr BK wr= +  
 

Определяя постоянные A и B из граничных 

условий (22) и (23), будем иметь: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 0 0 1

1

.
2

k kc

k

K wR I wr K wr I wRQ
V

Tp I wR

+
= −  

При стационарном режиме эта формула за-

пишется как: 

1 0 0 1

1

.
2

k k

n n n nc

k

n

R Rr r
K I K I

B B B BQ
V

T R
I

B



       
+       

       
= −

 
 
 

 

Сравнивая последнюю формулу с соотно-

шением (35), получим искомую сумму ряда: 
 

( )

0

2 2
2 0

2

1 0 0 1

1

1

1
.

2

i

k

k i
i

n

k k

n n n n

k

n

r
J

R

R J

B

R Rr r
K I K I

B B B B

R
I

B






 
 
 

=

+

       
+       

       
=

 
 
 



 

Ординаты свободной поверхности грунто-

вых вод и пьезометрический напор основного 

водоносного горизонта при установившемся 

режиме будут определяться равенствами: 

( )
1 0 0 1

1 0 1

1

, ,

k k

n n n nc
n cp

n в k

n

R Rr r
K I K I

B B B BQq q
H r H m H

K K T R
I

B



       
+       

       
 = + + −

 
 
 

 

( )
1 0 0 1

0

1

, .

k k

n n n nc
n

n k

n

R Rr r
K I K I

B B B BQq
H r H m

K T R
I

B



       
+       

       
 = + −

 
 
 

Дебит скважины в этих равенствах должен 

удовлетворять неравенству 

1 0 0 1

0 1

1

.
2

k k

n n n nc
n cp

n вk

n

R Rr r
K I K I

B B B BQ q q
H m H

T K KR
I

B



       
+       

       
 + +

 
 
 
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Из уравнения (33) можно найти точное 

решение с помощью обратного преобразования 

Лапласа. Однако это решение сложно и 

громоздко для выполнения численных 

расчетов. Поэтому получим приближение 

решения для больших и малых времен t . 

3.1 Решение для больших значений вре-

мени. Для больших значений t и малых значе-

ний   член, содержащий гиперболичес-кий 

котангенс в соотношении (25) может быть за-

менен приближенным значением посредством 

формулы: 
2

1 ,
3

x
xcthx  +  

когда 
2 0,2x  . Так для 

2

0, 2n

n

m p

a
  и порядка 

2

0,2n

n

m
t

a
  (33) принимает следующий вид: 

( )

0

1 2

2 22
03 4 5

,

i

kc

ik i

r
J

RQ a a
V

TR Jp a a a




  

 
 

+  
= −

 + + 

  

где  
2 2

1 3 ,в n na B B aa=  2 2
2 3 ,в n n вa B B aa a=

( )2 2 2
3 3 ,в n n na B B a am= +  

( )
2

2 2 2 21
4 2

3 ,в k
i n n в в n в

k

a Ra
a aa B B B m aa

aR

 

= + + + +  
 

 

2
22

5 2 2
.k

i

k n

Ra
a

R B

 

= +  
 

 

Разделив числитель и знаменатель в фор-

муле (36) на пренебрегая членом 3  в силу его 

малости, получим: 

( )

0

1 2

2 2
04

3

3

,

i

kc

ik i

r
J

RQ b b
V

TR Jb
b

b




 
 

 
 

+  
= −

 
+ 

 

    (37) 

где, 

1

1

3

;
a

b
a

=   2

2

3

;
a

b
a

=   4

3

3

;
a

b
a

=  5

4

3

,
a

b
a

=  

откуда легко найти оригинал, 

( )

4

3

0

2 1 2

2 2
4 3 4 0

,

b it
kbc

ik i

r
J

RQ b b b
V l

b b bTR J



 

−

 
      

= − + −  
   

  

так как  
в

ab
U V

a
=

+
, то 

 

( )
( )

4

3

02
31 2

2 2
4 3 4 4 3 0

1 .в в

b it
ka t a t bc в

i в вk i

r
J

RQ a bb bb
U

a b b b b a bTR J



 

−
− −

 
        = − − + − −  

−      



3.2 Решение для малых значений вре-

мени. Так как величина t  мала, то   в преоб-

разовании Лапласа велико. 

При 

2

10n

n

m

a


   (порядка 

2

10n

n

m
t

a
  )  ги-

перболический котангенс в выражении (25) мо-

жет быть заменен единицей. В результате фор-

мула (33) примет вид: 

( )

0

1 2

2 22
03 4 5 6

.

i

kc

ik i

r
J

RQ c c
V

TR Jc c с с




      

 
 

+  
= −

 + + + +
 

  

 

где 

1 ,c a=  2 ,bc aa=  3 2
,n

n n

am
c

B a
=  

2 2
2

4 2 2
,b k k

i

k b

a R Ra
c

aR B

 

= + +  
 

 5 2
,n b

n n

am a
c

B a
=  

2

6 2
.b i

k

aa
c

R


=  

Обозначая через 1 , 2 , 3  и 4  корни 

уравнения 
4 3 2

3 4 5 6 0,c c c c   + + + + =  

перепишем формулу (38) в таком виде: 
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( )( )( )( ) ( )

0

1 2

2 2
01 3 4 2

.

i

kc

ik i

r
J

RQ c c
V

TR J




         

 
 

+  
= −

− − − −
  

 

Учитывая, что 

( )( )( )( )
0 31 2 1 2 4

1 2 3 41 3 4 2

,
A A Ac c A A A

                

++
= + + + +

− − − −− − − −

 (39) 

 

где 

( ) 2
1

1 2 3 4

,i

c
A 

   
=

( )
( )( )( )

2
1 1 2
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1 1 2 1 3 1 4
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A



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A


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( )( )( )
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c c
A



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( )
( )( )( )

2
1 4 2

4 2
4 4 1 4 2 4 3

,i

c c
A




      

+
=

− − −
 

 

и используя формулы обращения: 

( )
21 1 1 1

, ,terfc t
t t

 
    

= + − =
−

 

найдем 

( )
( )

2
04

02 2 *
1 0

1
,j

i
t kc

j j j

i jk i

r
J

RQ A
V A A l erfc t

TR t t J





 
   =

 
 

     
= − + + + −  

   
 

Из выражения (39) легко получается равен-

ство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 0,i i i i iA A A A A    + + + + =    

1,2,...i =  

которое дает возможность упростить выраже-

ние для 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
04

02 2 *
1 0

,j

i
t kc

i j i i i j i

i jk i

r
J

RQ
V A A erfc t

TR J





     
 =

 
 

     = − + −  
  

 

формула для определения ( ),U r t  имеет вид: 

( )
0

, , .b

t
a

bU a V r t d
  −

= −  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Разработана математическая модель для ис-

следования процесса фильтрации подземных 

вод в трехслойном пласте описывающейся си-

стемой дифференциальных уравнения частных 

производных и уравнений для напорного водо-

носного слоя на основе теории упругого ре-

жима с учетом перетекания с покровного и сла-

бопроницаемого слоя в слабопроницаемой пе-

ремычке. 

Получен равенство для определения напора 

грунтовых вод и пьезометрический напор при 

установившемся режиме фильтрации подзем-

ных вод в трехслойном пласте при неустано-

вившемся притоке к скважине вертикального 

дренажа в ограниченном пласте. 

Получены решения задач фильтрации под-

земных вод в трехслойных пластах для малых 

и больших значений времени. 
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Abstract. The article develops a mathematical model describing the system of differential equations in 

private derivatives, for the study of the unspecified filtering of groundwater in a three-layer layer and its 

analytical solution, where the equation for the pressure water layer is obtained on the basis of the theory 

of the elastic regime, taking into account the flow from the integumentary and weakly permanent layer in 

weakly permeable jumper. 

Research work associated with the process of filtering fluids in single-layer and multilayer porous en-

vironments are analyzed in detail. 

Equations were obtained to determine the pressure of groundwater and piezometric pressure with the 

established mode of filtration of groundwater in a three-layer layer with an unstoppable influx to the ver-

tical drainage well and solving the problems of filtering of groundwater in a three -layer layer for small- 

and large-time values. 

Keywords: mathematical model, underground waters, groundwater, filtering, analytical solution, 

numerical algorithm. 

 


