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Аннотация. В работе рассматривается один класс управляемых дифференциальных включений 
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мального управления ансамблем траекторий по минимаксному критерию. В данной минимаксной 

задаче изучены условия оптимальности. Получены необходимые и достаточные условия оптималь-

ности. Используя полученные результаты, дан алгоритм нахождения оптимального управления. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Дифференциальные включения имеют важ-

ные приложения в теории оптимального управ-

ления. Они используются в качестве удобного 

математического аппарата и обобщенной мо-

дели динамических систем управления [1–5]. 

Модели вида дифференциальных включений 

возникают также в теории дифференциальных 

уравнений с разрывными правыми частями, в 

дифференциальных играх, в математической 

экономике и в других областях. Теория диффе-

ренциальных включений развивается в различ-

ных направлениях. Одним из них является диф-

ференциальные включения с запаздываниями. 

Для таких моделей систем управления с боль-

шим интересом изучаются задачи оптимизации 

и различные свойства оптимальных траекторий 

[6–10].  

В теории оптимального управления боль-

шое значение имеют исследования, которые 

направлены на изучение задач управления в 

условиях неопределенности [11,12,13]. Важ-

ность и востребованность таких исследований 

определяется задачами принятия наилучшего 

решения при разработке таких технических си-

стем управления и технологических процессов, 

которые должны надежно функционировать в 

условиях неточности информации о внешних 

возмущающих факторах.  Одним из подходов, 

используемых при принятии решения в усло-

виях неполноты информации, является прин-

цип минимизации гарантированного значения 

критерия качества управления [12]. Этот прин-

цип приводит к минимаксным (или максимин-

ным) задачам управления. Такие задачи состав-

ляют широкий класс негладких задач оптими-

зации [2,14]. К ним относятся, в частности, за-

дачи управления ансамблем траекторий си-

стемы по критерию минимакса. Различные за-

дачи управления ансамблем траекторий дина-

мической системы рассмотрены в [15–20].    

Среди задач оптимального управления 

большой интерес представляют задачи управ-

ления ансамблем траекторий дифференциаль-

ного включения с запаздываниями. Такие за-

дачи приводят к управляемым дифференциаль-

ным включениям с запаздывающими аргумен-

тами [21,22]. Для таких объектов управления 

важными являются условия компактности и 

выпуклости множества абсолютно непрерыв-

ных траекторий, также свойство управляемо-

сти ансамбля траекторий. Воспользовавшись 

ими для управляемых дифференциальных 

включений с запаздываниями изучены задачи 

оптимального управления ансамблем траекто-

рий с негладкими терминальными функциона-

лами некоторых типов [23–25].  

В данной работе рассматривается одна ми-

нимаксная задача управления ансамблем тра-

екторий для модели динамической системы 

управления с запаздываниями в форме диффе-

ренциального включения с запаздываниями. 

Для этой задачи изучаются необходимые и до-

статочные условия оптимальности. Ставиться 

также цель разработки алгоритма построения 
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решения задачи, основанный на использование 

этих условий оптимальности. 

II. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ  

ИССЛЕДОВАНИЯ 

Рассмотрим объект управления, заданное в 

форме дифференциального включение с запаз-

дываниями и параметром управления вида 

1

0 1

( ) ( ) ( )

( , ), [ , ]

k

i i

i

dx
A t x A t x t h

dt

b t u t T t t

=

 + − +

+  =

          (1) 

где ,nx R u V  ,  V – выпуклый компакт из 

mR  ,  ( , )b t u – выпуклый компакт из nR . Будем 

предполагать, что правая часть дифференци-

ального включения (1) удовлетворяет следую-

щим условиям: 

1) элементы матриц ( )A t   и ( )iA t , 1,i k= , 

суммируемы на  0 1,T t t= ; 

2) многозначное отображение 

( , ) ( , )t u b t u→  измеримо по t T  и непре-

рывно по ,u V  причем существует суммиру-

емая на T функция ( )t , такая, что 

( , ) ( ), ( , ) .b t u t t u T V     

Определение 1. Допустимым управлением 

для системы (1) назовем произвольные измери-

мые ограниченные m–вектор-функции 

( ), ,u u t t T=   такие, что ( )u t V  почти 

всюду на T. 

Множество всех допустимых управлений 

обозначим через ( )U T . 

Пусть ( ), ,u u t t T=  – произвольное допу-

стимое управление и задана начальная функ-

ция 0 0( ) ( )nC T   , 
0 0 0[ , ]T t h t= − , где 

1,
max i
i k

h h
=

= .   

Определение 2. Допустимой траекторией 

назовем каждую непрерывную на  

и абсолютно непрерывную на  0 1,T t t=  n-век-

тор-функция ( ),x x t=  удовлетворяющую диф-

ференциальному включению (1) при 

( ), ,u u t t T=   и начальному условию 

0 0( ) ( ),x t t t T=  .  

Обозначим  0( , )H u   – множество всех до-

пустимых траекторий системы (1), соответ-

ствующих управлению ( )u U T  и начальной 

функции 0 0( ) ( )nC T   ; 0( , , )X t u  =  

 0: ( ), ( ) ( , )nR x t x H u  =  =   , t T – 

соответствующий ансамбль траекторий. 

Пусть состояние управляемого ансамбля 

траекторий системы (1) оценивается терми-

нальным функционалом 

1 1 0

1
( ) ( , , )

( ) sup ( ( )),
x t X t u

G u g x t


=       (2) 

где ( )g x ,
nx R  – функция максимума вида 

1,
( ) max( , ),i i

i k
g x Pz x

=
=                  (3) 

iP  – r n  - матрица. Следует отметить, что 

функция вида (3) непрерывна и выпукла на ,nR

но не является гладкой. Задача оптимального 

управления ансамблем траекторий системы (1) 

состоит в минимизации негладкого функцио-

нала вида (2), (3): 

1 0( , , )

( ) min,     ( ).
X t u

Sup g u U T
 




→           (4) 

Итак, рассматриваемая задача (4) является 

задачей оптимизации минимаксного типа. До-

пустимое управление , удовлетворя-

ющее соотношению 

 

 

1 0
( )

1 0

min ( ) : ( , , )

( ) : ( , , ) ,

u U T
Sup g X t u

Sup g X t u

  

  





 =

= 

 

назовем оптимальным управлением в мини-

максной задаче (4). Поставленную задачу опти-

мального управления обозначим так: 

 

1
( )1,x( )

0 1

1

0 0 0 0

sup max( , ( , )) min

 ( ) ( ) ( ) ( , ),  u u(t) V,  ,

( ) ( ), [ , ].

i i
ui k

k

i i

i

Pz x t u

x A t x A t x t h b t u t T t t

x t t t T t h t

=

=

→ 



 + − + =   = 

=  = −


                (5)

Минимаксная задача (5) относится классу 

задач оптимального управления с негладкими 

 101 , thtT −=

Tttu  ),(
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терминальными критериями. Минимаксные за-

дачи оптимального управления для дифферен-

циальных включений изучаются методами 

многозначного и негладкого анализа [2,4,7]. 

В силу результатов работ [21–23] множе-

ство  является выпуклым компак-

том Rn и справедливо представление 

1

0

1 0 1 0 1( , , ) ( , ) ( , ) ( , ( )) ,

t

t

X t u S t F t t b t u t dt = +     (6) 

где ( , )F t n n −   – матричная функция, удо-

влетворяющая уравнению 

1

( , )
( , ) ( )

( , ) ( ), ,
k

i i i

i

F t
F t A

F t h A h t


 



  
=


= − −



− + + 

       (7) 

( , 0) ,F t t E− = ( , ) 0, 0,F t t   +  

0

0

1 0 1 0 0 0

1 0

1

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( ) .
it hk

i i

i t

S t F t t t

F t t A t t h dt

 



+

=

= +

+ − 
     (8) 

Пусть в дальнейшем ( , ) max( , )
q Q

С Q q 


= – 

опорная функция компактного множества 
nQ R . Используя представление (6), для 

опорной функции множества 
1 0( , , )X t u   полу-

чим формулу: 

1

0

1 0 1 0

1

( ( , , ), ) ( ( , ), )

( ( , ) ( , ( )), ) .

t

t

C X t u S t

C F t t b t u t dt

   



= +

+
         (9) 

Теперь, применяя формулу (9), получим со-

отношение: 

1 0 1 0

1

0

1 0
1, 1,( , ) ( , )

1 0 1
1,

sup ( ) sup max( , ) max ( ( , , ), )

max ( ( , ), ) ( ( , ) ( , ( )), )

i i i i
i k i kX u X u

t

i i i i
i k

t

g z P C X t u Pz

S t Pz C F t t b t u t Pz dt

   

  



= = 

=

= = =

 
 = + 

  


               (10) 

Для поставленной минимаксной задачи оп-

тимального управления (5) на вопрос условий 

существования решения отвечает следующее 

утверждение, справедливость которого следует 

из результатов работы [26]. 

Лемма 1. Пусть в дополнении к приведен-

ным условиям, опорная функция ( ( , ), )C b t u    

множества ( , )b t u  является выпуклой по .u V

Тогда в задаче (5)  оптимальное управление су-

ществует. В случае строгой выпуклости опор-

ной функции ( ( , ), )C b t u    по u V  оптималь-

ное управление единственно. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Теперь рассмотрим вопрос о необходимых 

и достаточных условиях оптимальности в ми-

нимаксной задаче (5).  

 

Пусть управление *( ) ( )u U T  – кусочно-

непрерывное. Будем считать, что управление 

*( )u t   непрерывно слева в каждой точке раз-

рыва. Рассмотрим произвольную точку 

0 1[ , )t t   и достаточно малое число 0  , та-

кое, что ,T +   v – произвольный вектор из 

множества  V . С такими параметрами рассмот-

рим допустимое управление 

*( ),    ( , ),
( , )

,           ( , ),

u t t
u t v

v t


  

  

 −
= 

 −
       (11) 

 

используя формулу (9), имеем: 

1 0 1 0

1 1

( ( , , ), ) ( ( , , ), )

[ ( ( , ) ( , )), ) ( ( , ) ( , ( ))), )] .  n

C X t u C X t u

C F t t b t v C F t t b t u t dt R





 

   

  





−

− =

= −  
                          (12)

Рассмотрим функцию 

1 0

1 0

( ( , , ), ), 0,
( )

( ( , , ), ), 0.

i i

i

i i

C X t u Pz
f

C X t u Pz

  


 


= 

=
      (13) 

Используя соотношение (12), нетрудно убе-

диться, что для всех 1,i k=  функция (13) не-

прерывна в точке 0 = . Кроме того, с учетом 

формулы (12), имеем 

                1 0 1 0

1 1

( ( , , ), ) ( ( , , ), )

[ ( ( , ) ( , ), ) ( ( , ) ( , ( )), )] ( ),

i i i i

i i i i

C X t u Pz C X t u Pz

C F t b v Pz C F t b u Pz o

  

      





 − =

 = − +
                          (14)

),,( 01 utX
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где  
( )

0
o 


→  при 0 → .  Положим: 

1 0

1 0
1,

{ : ( ( , , ), )

max ( ( , , ), )},

i i

i i
i k

I i C X t u Pz

C X t u Pz

 






=

= =

=
 

* 1 0

1 0
1,

{ : ( ( , , ), )

max ( ( , , ), )}.

i i

i i
i k

I i C X t u Pz

C X t u Pz









=

= =

=
 

Используя непрерывность функции (13) в 

точке 0 =  и формулу (14), получим следую-

щее утверждение. 

Лемма 2. Существует число 

0 0 ( , ) 0v  =   такое, что I I   при 

0(0, )   , т.е. справедливо равенство 

1 0
1,

1 0 0

max ( ( , , ), )

max ( ( , , ), ) (0, ).

i i
i k

i i
i I

C X t u Pz

C X t u Pz






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

=



 =

=  
  (15) 

Теорема 2. Пусть * ( )u t , t T −  кусочно-не-

прерывное оптимальное управление в задаче 

(5). Тогда для всех t T  справедливо равен-

ство 

*

1

1

min max[ ( ( , ) ( , ), )

( ( , ) ( , *( ), )] 0.

i i
v V i I

i i

C F t t b t v Pz

C F t t b t u t Pz

 
 −

− =
          (16) 

Доказательство. Для определенности бу-

дем считать, что оптимальное управление 
* ( )u t , t T  является  непрерывной слева в 

каждой точке разрыва из 
0 1( , ]t t  функцией, и не-

прерывной справа в точке 
0t . Пусть 

0 1 0( , ], 0, , .t t t v V     −    Рассмотрим 

произвольное допустимое управление вида 

(11). Так как * ( )u t , t T −  оптимальное управ-

ление, то оно является решением задачи (5), т.е. 

с учетом формулы (10) имеем: 

1 0 1 0
1, 1,

max ( ( , , ), ) max ( ( , , ), )i i i i
i k i k

C X t u Pz C X t u Pz 

= =

   

( ) ( ).u U T    
Значит, 

1 0 1 0
1, 1,

max ( ( , , ), ) max ( ( , *, ), ).i i i i
i k i k

C X t u Pz C X t u Pz  
= =

   

Отсюда, в силу леммы 2 (см.(15)) имеем: 
*

1 0 1 0max[ ( ( , , ), ) ( ( , , ), )] 0.i i i i
i I

C X t u Pz C X t u Pz  


 −   

Следовательно, учитывая (14), получим 

*

! !

( )
max[ ( ( , ) ( , ), ) ( ( , ) ( , ( )), )] 0, .i i i i

i I

o
C F t b v Pz C F t b u Pz v V


    



 − +     

Переходя здесь к пределу при 0 → , полу-

чим

*

1 1min max[ ( ( , ) ( , ), ) ( ( , ) ( , *( ), )] 0.i i i i
v V i I

C F t b v Pz C F t b u Pz    
 

 − =                          (17)

Итак, равенство (16) справедливо для лю-

бых 
0 1( , ]t t t . Переходя к переделу в (17) при 

0 0t → +  и учитывая непрерывность управле-

ния *( )u t  справа в точке 
0t , заметим, что соот-

ношение (16) справедливо также в точке 
0t t= . 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть существует допустимое 

управление *( ),u t t T  и индексный номер 

i I   такие, что для почти всех t T  выпол-

няется равенство 

1

1

min ( ( , ) ( , ), )

( ( , ) ( , *( )), ).

i i
v V

i i

C F t t b t v P z

C F t t b t u t P z

 

 


 =

=
             (18) 

Тогда *( ),u t t T  является оптимальным 

управлением в задаче (5). 

Доказательство. Пусть ( ),u t t T  – произ-

вольное допустимое управление. Тогда в силу 

(10) и (18) имеем

1

0

1

*

0

1 0 1 0 1
1, 1,

1 0 1 1 0
1,

1

max ( ( , , ), ) max[( ( , ), ) ( ( , ) ( , ( )), ) ]

max[( ( , ), ) min ( ( , ) ( , ), ) ] max[( ( , ), )

min ( ( , ) ( , ),

t

i i i i i i
i k i k

t

t

i i i i i i
v V i Ii k

t

v V

C X t u Pz S t Pz C F t t b t u t Pz dt

S t Pz C F t t b t v Pz dt S t Pz

C F t t b t v

 

 

= =

 =



  = + 

   +  +

+





1 1

* *

0 0

1

* * * *

0

1 0 1

1 0 1 1 0
1,

) ] ( ( , ), ) min ( ( , ) ( , ), )

( ( , ), ) ( ( , ) ( , *( )), ) max ( ( *, ), )

t t

i i i i i i
v V

t t

t

i i i i i i
i k

t

Pz dt S t P z C F t t b t v P z dt

S t P z C F t t b t u t P z dt C X u Pz



 

 


=

   + =

  = + =

 



         (19) 
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Согласно (10) последнее соотношение при-

мет вид. 

0 0
1 1( , , ) ( , *, )

max ( ) max ( ), ( ).
X t u X t u

g g u U T
   

 
 

    

Полученное неравенство показывает, что 

*( ),u t t T , является решением задачи (4), т.е. 

оптимальным управлением в минимаксной за-

даче (5). Теорема доказана. 

IV. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Из полученных результатов можно вывести 

следующие: 

Следствие 1. Пусть { }I i = −  одноэле-

ментное множество. Тогда в силу теоремы 1 

для кусочно-непрерывного оптимального 

управления *( ),u t t T  справедливо равенство 

1

1

min ( ( , ) ( , ), )

( ( , ) ( , *( )), ) .

i i
v V

i i

C F t t b t v P z

C F t t b t u t P z t T

 

 


 =

=  
      (20) 

Положим: 

1

0

1 0

1

( ( , ), )

min ( ( , ) ( , ), ) , 1, .

i i i

t

i i
v V

t

S t Pz

C F t t b t v Pz dt i k

 



= +

 =
      (21) 

Следствие 2. Пусть  i I    и имеет место 

соотношение (20). Тогда справедливо равен-

ство 
1,

max i i
i k

  
=

= . 

В самом деле, из   соотношений (19) сле-

дует, что, если i I  , т.е. 

1

0

1

0

1 0 1

1 0 1
1,

( ( , ), ) ( ( , ) ( , ( )), )

max[( ( , ), ) ( ( , ) ( , ( )), ) ],

t

i i i i

t

t

i i i i
i k t

S t P z C F t t b t u t P z dt

S t Pz C F t t b t u t Pz dt





   





=

+ =

 = +





                                 (22)

и выполняется условие (20), то справедливо ра-

венство 
1,

max i i
i k

  
=

= . 

Согласно полученным основным результа-

там (теоремы 1 и 2), а также приведенным след-

ствиям, можно предложить следующий алго-

ритм – основные этапы (шаги) решения постав-

ленной задачи (5). 

Шаг 1. Вычислить матрицу  
),( tF

 и 

найти  
),( 01 tS

 согласно формулам (7), (8). 

Шаг 2. Вычислить величины  , 1,i i k =  со-

гласно формуле (20).  

Шаг 3.  Найти множество индексных номе-

ров 
1,

{ : max }i i
i k

J i  
 

=

= = .  

Шаг 4. Для найденного индекса  i J   ре-

шить задачу параметрической минимизации 

(20) и найти соответствующую функцию  

( ),u t
t T . 

Шаг 5.  Для найденной функции ( )u t
, 

t T , номера индекса i J   проверить выпол-

нение условия (22). Если оно выполняется, то  

( )u t
, t T – оптимальное управление и про-

цесс решения задачи заканчивается. Если нет, 

то перейти к шагу 4 и выполнять этот шаг для 

другого элемента i J  . В том случае, когда 

проверка условия (22) не дает положительного 

ответа для всех элементов i J  , то процесс 

решения следует также остановить. 

Замечание. В случае, когда решение задачи 

(5) u  существует (например, выполняются 

условия леммы 1), причем множество индексов 

* 1 0

1 0
1,

{ : ( ( , , ), )

max ( ( , , ), )}

i i

i i
i k

I i C X t u Pz

C X t u Pz









=

= =

=
 

состоит из единственного элемента, то шаг 5 

данного алгоритма обязательно заканчивается 

построением оптимального управления. 

Пример. Пусть в задаче (5)  2, 1,n m= =

3,k =  
1 2 31, 2, 1z z z= = = − ,  

( )1 2, 1 ,P = − ( ) ( )2 30, 1 , 1, 1P P= − = − , 

1

0 0 0 1
, , ( , ) [ , ] { },

0 0 0 0
A A b t u t t u

   
= = = −    
   

 

[ 1,1]V = − , 0 10, 2t t= = , 1h = , 0

1
( ) ,

0
t

 
=  
 

1 0.t−    

Согласно этим данным, получим следую-

щую минимаксную задачу: 

1 2 2 2 1
( )( )

supmax{2 (2, ) (2, ), (2, ), (2, ) (2, )} min
ux

x u x u x u x u x u


− − →  
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1 2 2( 1) [ , ], ( ), ( ) 1, [0,2],x x t t t x u t u t t − + − =    

1 01 2 02( ) ( ) 1, ( ) ( ) 0,x t t x t t = = = = 1 0.t−  

Решим эту задачу согласно приведенному 

алгоритму. 

Выполняя шаг 1, для рассматриваемой си-

стемы имеем: 

1 1
(2, ) ,

0 1
F




− 
=  
 

 0 1; 

1 0
(2, ) ,

0 1
F 

 
=  
 

 1 2.   

Выполняем шаг 2 и получим следующие: 

0

2

1 0 1 1 1 1

9
( (2, ), ) min ( (2, ) ( , ), ) ;

2v V
t

S Pz C F t b t v Pz dt 


 = + =  

0

2

2 0 1 1 2 2( (2, ), ) min ( (2, ) ( , ), ) 4;
v V

t

S Pz C F t b t v P z dt 


 = + = −

0

2

3 0 3 3 3 3

1
( (2, ), ) min ( (2, ) ( , ), ) .

2v V
t

S P z C F t b t v P z dt 


 = + = −  

 Согласно шагу 3, имеем: 1
1,2,3

max , 1i
i

i  
=

= = .  

Далее, согласно шагу 4, решим задачу пара-

метрической минимизации (20): 

1 1
1

1 1

min ( (2, ) ( , ), )

( (2, ) ( , ( )), ) [0,2].

v
C F t b t v Pz

C F t b t u t Pz t T





 =

=   =
 

 Решив эту задачу, определяем единствен-

ную функцию: 

1
( ) 1,0 ;

2
u t t = −  

1
( ) 1, 2.

2
u t t =    

 Выполняем шаг 5. Для найденной функции 

и индекса 1i =   проверим  выполнение усло-

вия (22):  

0

0
1,2,3

2

max[( (2, ), )

( (2, ) ( , ( )), ) ]

9 9 9
max{ ;2; } .

2 4 2

i i
i

i i

t

S Pz

C F t b t u t Pz dt


=



 +

+ =

= =

  

Значит, условие (22) выполняется и процесс 

решения задачи заканчивается.  

Итак, согласно алгоритму, найденная функ-

ция 

1
1, 0

2
( )

1
1, 2

2

t

u t

t




−  

= 
+  


 

является оптимальным управлением в рассмат-

риваемой в нашем примере задаче. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрена одна задача опти-

мального управления ансамблем траекторий 

динамической системы, представленной в виде 

дифференциального включения с запаздывани-

ями и управляющим параметром. Данная за-

дача сформирована в виде задачи гарантиро-

ванной оптимизации и определена как задачи 

на минимакс. В этой минимаксной задаче изу-

чены условия оптимальности. Используя усло-

вия существования решения этой задачи, мето-

дами теорий дифференциальных включений и 

оптимального управления доказаны теоремы о 

необходимых и достаточных условиях опти-

мальности. На основании полученных резуль-

татов дан алгоритм решения задачи, показыва-

ющий основные этапы построения оптималь-

ного управления в рассмотренной минимакс-

ной задаче. 
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Abstract. In this paper we consider one class controlled differential inclusions with delay argument. 

For these models of dynamic systems, the problem of optimal control of an ensemble of trajectories by 

minimax criterion is researched.   The conditions of optimality for the minimax problem are studied.  The 

necessary and sufficient conditions of optimality are obtained. Using the results obtained, an algorithm for 

finding the optimal control is given. 

Keywords: dynamic system, differential inclusion, model, delay argument, ensemble of trajectories, 

minimax problem, optimal control, conditions of optimality. 
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Annotatsiya. Ushbu maqolada kechikuvchi argumentli boshqariluvchi differensial mansubliklarning 

bir sinfi qaralgan. Dinamik sistemalarninh shu modeli uchun trayektoriyalar ansamblini minimaksli mezon 

bo‘yicha optimal boshqarish masalasi tadqiq etilgan. Ushbu minimaksli masalada optimallik shartlari 

o‘rganilgan. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlari ko‘tsatilgan. Olingan natijalardan foydalangan 

holda optimal boshqaruvni topish algoritmi berilgan. 

Kalit so‘zlar: dinamik tizim, differensial mansublik, model, kechikuvchi argument, trayektoriyalar 

ansambli, minimaksli masala, optimal boshqaruv, optimallik shartlari. 


