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Аннотация. Настоящая работа посвящена математическому и численному моделированию 

связанной динамической задачи термоупругости в деформациях. Сформулирована и решена чис-

ленно связанная краевая задача термоупругости в деформациях для изотропного параллелепипеда 

с соответствующими начальными и краевыми условиями. Сеточные уравнения построены ко-

нечно-разностным методом в виде явных и неявных схем. При этом решение явной схемы приведено 

к рекуррентным соотношениям относительно деформаций и температуры. В случае неявных раз-

ностных схем уравнения решены последовательным применением метода прогонки. Справедли-

вость сформулированных краевых задач обоснована сравнением численных результатов получен-

ных с различными методами на основе двух разных моделей. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Эффективное определение запасов прочно-

сти и надежности конструкций и их элементов 

с учетом термомеханических динамических 

факторов является актуальной задачей научно-

технических приложений. Математические мо-

дели, описывающие процесс термоупругого 

деформирования, были впервые рассмотрены в 

работах Дюгамеля–Неймана, в которой пред-

полагалось, что полная деформация состоит из 

упругой деформации и теплового расширения. 

Обычно, при решении термоупругих задач 

обычно, температурные поля считаются из-

вестными как решение уравнения притока 

тепла. 

В последние годы, научные исследования 

посвященные изучению взаимовлияния терми-

ческих и механических факторов на возникно-

вение термоупругих деформаций, интенсивно 

растут. Учет взаимовлияния термомеханиче-

ских сил может быть достигнут рассмотрением 

уравнения притока тепла в сочетании с уравне-

ниями движения деформируемых твердых тел. 

Исследование термомеханического состоя-

ния упругих тел, обычно сводится к связанным 

и несвязанным краевым задачам термоупруго-

сти относительно перемещений и темпера-

туры. Связанные задачи термоупругости со-

стоит из уравнения движения и уравнения при-

тока тепла относительно перемещений и тем-

пературы с соответствующими начальными и 

краевыми условиями. В случае стационарных 

задач, если пренебречь инерционными чле-

нами, уравнения движения и притока тепла мо-

гут быть рассмотрены независимо друг от 

друга, и тогда термоупругая задача становится 

несвязанной. 

Формулировка краевых задач термоупруго-

сти относительно напряжений и деформаций 

является актуальной задачей механики твер-

дого тела. Краевые задачи термоупругости от-

носительно напряжений и деформаций, могут 

быть сформулированы в рамках условия сов-

местности деформаций Сен-Венана [1]. 

Известно, что условия совместности дефор-

маций, с помощью соотношения Дюамеля–

Неймана и уравнения движения могут быть за-

писаны относительно тензора напряжений в 

виде уравнений Бельтрами-Мичелла [4,5]. 

Уравнения Бельтрами-Мичелла в сочетании с 

тремя уравнениями движения составляет крае-

вую задачу с девятью уравнениями и тремя гра-

ничными условиями [11]. 

В работах Бородачева [7,8] показаны, что 

первая группа трех уравнений Бельтрами-Ми-

челла зависимы от второй группы уравнений. 

В работах Победри [2,3,4] условия совместно-

сти и уравнения равновесия приведены к крае-

вой задаче состоящих из шести уравнений от-

носительно напряжений. В частном случае из 

уравнений Победри следуют уравнения Бель-

трами-Мичелла. Вопросы эквивалентности по-

становки краевых задач в перемещениях и 

напряжениях рассмотрены в [7]. Вопросы су-

ществования и единственности решения крае-

вых задач рассмотрены в [8,9]. Уравнения 
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Бельтрами-Мичелла с учетом температуры 

рассмотрены в работе Новацкого [10]. Связан-

ные задачи термоупругости рассмотрены в 

[15]. К исследованию динамических краевых 

задач в напряжениях посвящены работы Коно-

валова [22]. 

Несмотря на существующие эффективные 

методы решения прикладных задач, как метод 

МКЭ, BEM и конечно-разностных методов, 

численно решенных краевых задач относи-

тельно напряжений немного. Отметим, класси-

ческие работы Филоненко-Бородича [17]. За-

дача о равновесии параллелепипеда в напряже-

ниях, вариационно-разностным методом рас-

смотрены в работах [4,5,15]. 

Данная работа посвящена формулировке и 

численному решению связанных задач термо-

упругости в деформациях. Дискретные уравне-

ния составлены конечно-разностным методом 

в виде явных и неявных схем. Решена численно 

связанная динамическая задача термо-упруго-

сти относительно деформаций для параллеле-

пипеда. Решение явных схем приведены к ре-

куррентным соотношениями относительно 

компонентов тензора деформаций и темпера-

туры. Неявные схемы, приведены к последова-

тельному применению метода прогонки по со-

ответствующим направлениям. 

II. ПОСТАНОВКА СВЯЗАННОЙ  

ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ  

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 

Известно [4,5,6], что связанная краевая за-

дача термоупругости для изотропных состоит 

из уравнения движения: 

, ,ij j i iX u  + =            (1) 

соотношения Дюамеля-Неймана 

02 (3 2 ) ( ) ,i j ij ij ijТ Т      = + − + −    (2) 

соотношения Коши 

, ,

1
( ),

2
ij i j j iu u = +           (3)  

уравнение притока тепла 

0 , 0 ,  (3 2 ) ,ii iiC T w       − − = − = +   (4) 

и, начальных и граничных условий 

0 0 0
| ,  | ,  | ,i

i t t i t t i t t

u
u T T

t
 = = =


= = =


       (5) 

1 2

0 0| ,  | , | ,i i ij j iu u n S Т Т  = = =         (6) 

где 
ij

 − тензор напряжений, ij
 − тензор де-

формаций, 
i

u − перемещения, T −  температура, 

,    −  упругие постоянные Ламе,  − шаровая 

части тензора деформаций, iS − поверхностная 

нагрузка, in − компоненты внешней нормали к 

поверхности ,  
i

X −  объемные силы, 
ij

 −  

символ Кронекера. 

С помощью соотношений (2) и (3), уравне-

ние движения может быть записано относи-

тельно перемещений [10, 17,18] т.е. 

2 ( ) ,

(3 2 ) ,

i i

i i

i

u

T
X u

x

   

    

 + + −


− + + =



       (7) 

где 2 − оператор Лапласа, .kk =  

Продифференцируя уравнение (7) по 
jx  т.е. 

2

,

, , ,

( ) ,

(3 2 ) ,

i j i j

ij i j i j

u

Т X u

   

    

 + + −

− + + =
      (8) 

и, поменяв в (8) местами индексы i и j 

2

,

, , ,

( ) ,

(3 2 ) ,

j i ji

ij j i j i

u

Т X u

   

    

 + + −

− + + =
       (9) 

и, сложив уравнения (8) и (9) можно найти 

[2,14,24], что 

2

,

, ,

( ) , (3 2 )

1
( ) .

2

ij i j ij

i j j i ij

Т

X X

       

 

 + + − + +

+ + =
   (10) 

Последнее соотношение представляет со-

бой аналог уравнения совместности деформа-

ций для термомеханических динамических 

процессов, и состоит из шести уравнений. 

Уравнение (10) также может найдено из усло-

вия Сен-Венана с помощью уравнения движе-

ния и соотношения Дюгамеля-Неймана. При 

отсутствии объемных сил, уравнение (10) 

имеет вид: 

2

,( ) , (3 2 ) .ij i j ij ijТ         + + − + =  (11) 

Заметим, что последнее уравнение полу-

чено из условия совместности с учетом закона 

Гука и уравнения движения, и фактически 

представляет другую форму условия совмест-

ности деформаций. Поэтому, следуя работе 

[10] можно назвать дифференциальными урав-

нениями совместности деформаций. 

Для формулировки [4, 9, 12, 14] связанной 

краевой задачи теории упругости к уравнению 

(10) необходимо присоединить уравнения дви-

жения (1) и уравнения притока тепла [23, 24] 

0 , 0 .ii iiC T w   − − = −   (12) 

Уравнения (11-12), в трехмерном случае 

принимают вид (задача А) т.е. 
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Также можно найти другое дифференциаль-

ные уравнения относительно деформаций. Для 

этого подставляя (2) в (1) получим следующие 

уравнения: 
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         (14) 

При выводе дифференциальных уравнений 

(14), уравнения движения были использованы 

в продифференцированном виде. Поэтому, в 

краевой задаче В, использование продиффе-

ренцированных уравнений не вызывают со-

мнения, добавляя (4) и (11) уравнению относи-

тельно 
12 13 23,  ,  ,  T    тогда уравнения имеет: 
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               (15)

Для системы дифференциальных уравне-

ний (13) и (15) могут быть рассмотрены со сле-

дующими краевыми условиями состоящих из 

начальных условий: 
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12 0 13 0 23 0

1 1

11 0 22 0 33

( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,

( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,

( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,  
i i

t i t i t i t i

t i t i t i

t t

T x y z t T x y z t x y z t x y z t

x y z t x y z t x y z t

x y z t x y z t
t t t

     

     

    

= = = =

= = =

= =

= = = =

= = =

  
= =

  

1

0

1 1 1

12 0 13 0 23 0

( , , , ) | ,

( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,

i

i i i

t

t t t

x y z t

x y z t x y z t x y z t
t t t



     

=

= = =

=

  
= = =

  

      (16)

граничных условий для температурных полей 

1 2

3

0 1 2 0 3 4

0 5 6

( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,  ( , , , ) | ,

( , , , ) | ,  ( , , , ) | .

x x l y y l

z z l

T x y z t T T x y z t T T x y z t T T x y z t T

T x y z t T T x y z t T

= = = =

= =

= = = =

= =
  (17)

и, тривиальных деформаций, соответствующих 

согласно закону Гука свободной от нагрузок 

поверхности параллелепипеда: 

1 2 3

1 2 3

1 2

11 0, 11 0, 11 0,

22 0, 22 0, 22 0,

33 0, 33 0, 33 0,
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x l y l z l
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( , , , ) | 0,  ( , , , ) | 0,  ( , , , ) | 0,

( , , , ) | 0,  ( , , , ) | 0,  ( , , , ) | 0,

( , , , ) | 0,  ( , , , ) | 0,  ( , , , ) |

x l y l z l

x l y l z l

x l y l z

x y z t x y z t x y z t
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  
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=
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= = =

= =
30, 0.l= =

       (18) 

 

III. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

Этот параграф посвящен построению чис-

ленных моделей трехмерных задач рассмот-

ренных, в параграфе 2. 

Построив в параллелепипеде 0,t   

0
i i

x l   три семейства параллельных прямых 

1 1 2 2 3 3
,  ,   ( , , 0, , 1,2,3),

m
x ih x jh x kh i j k n m= = = = =

l
t l= , ( 0,1,2,...)l = и следуя работам [6, 13, 

22] заменяя производные в уравнении (13) раз-

ностными отношениями, можно найти следую-

щие сеточные уравнения для задачи А. 

 
11 11 11 22 22 22

1, , , , , , 1, , , 1, , , , , , 1, , ,

2 2

1 1

33 33 33 11 11 11 11

1, , , , , , 1, , , , 1, , , , , , 1, , , , 1, , ,

2 2

1 2

2 2
( 2 ) ( )(

2 2 2
) (

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l
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h h

h h
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2
 .
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T T T

h



  
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+

− + − +
− =

        (19)

Аналогичном образом найдём конечно-раз-

ностные уравнение для 
22 33 12,  ,  ,    

13 23,  ,  .T    

Эти разностные уравнения внутри области 

имеют второй порядок аппроксимации 

( )2 2,O h  , и являются явными. Поэтому, разре-

шив эти разностные уравнения относительно 
1l

i
 +  и 1l

i
T +  соответственно, получим следующие 

рекуррентные соотношения т.е. 

11 11 11 22 22 222
1, , , , , , 1, , , 1, , , , , , 1, , ,11

, , , 1 2 2

1 1

33 33 33 11 11 11

1, , , , , , 1, , , , 1, , , , , , 1, , ,

2 2

1 2

2 2
(( 2 ) ( )(

2 2
) (

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

i j k l

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i

h h

h h

     
    



      


+ − + −

+

+ − + −

− + − +
= + + + +

− + − +
+ + +

11 11 11

, 1, , , , , , 1,

2

3

1, , , , , , 1, , , 11 11

, , , , , , 12

1

2
)

) 2 .

j k l i j k l i j k l

i j k l i j k l i j k l

i j k l i j k l

h

T T T

h

 

  

+ −

+ −

−

− +

− +
− + −

           (20)
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Аналогичном образом можно найти уравне-

ния для остальных компонент тензора дефор-

маций и температуры. Соотношения (20) поз-

воляют найти значения искомых функций 

11
( , , )x y t  на слое 

1lt +

 если известны значения 

этих функций на двух предыдущих слоях. Зна-

чения функции ( , , )
i

x y t  на двух начальных 

слоях 0k =  и 1k =  могут быть найдены из 

начальных условий. 

Известно, что в явных схемах шаг   по вре-

мени t значительно по сравнению с h. Обычно, 

требуется выполнение следующего условия 

сходимости 

2

1
h


  [10]. Можно построить раз-

ностные схемы без ограничительных условий 

для шагов сетки по x и t. Для чего в первых сла-

гаемых уравнений (19) индекс l заменяем на 

l+1, тогда разностная схема становится неяв-

ной
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1, , , , , , 1, , , , 1, , , , , , 1, , , , 1,

2 2

1 2

2 2
( 2 ) ( )(

2 2 2
) (

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

h h
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+ + +

11 11

, , , , , 1,

2

3

11 11 11
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2 2

1

)

2
,
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h

T T T
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 
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+ − + −

+
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− =

        (21)

и, её можно привести к следующему трехдиа-

гональному виду, решаемого методом про-

гонки 

11 11 11 11

1, , , 1 , , , 1 1, , , 1i j k l i j k l i j k l ijkl
a b c f  

+ + + − +
+ + =        (22) 

где ,  ,  ,  k

i
a b c f − коэффициенты. 

Аналогичном образом для остальных урав-

нений (13), могут быть приведены к трех диа-

гональному виду, с различным коэффициен-

тами т.е. 

1, , , 1 , , , 1 1, , , 1

1, , , 1 , , , 1 1, , , 1

1, , , 1 , , , 1 1, , , 1
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22 22 22 22

33 33 33 33
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a b c f

a b c f
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1, , , 1 , , , 1 1, , , 1

13 13 13

23 23 23 23

,

,

.
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AT BT CT F
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+ =

+ + =

+ + =

    (23) 

Из уравнений (23) следует, что решение 

разностных уравнений последовательному че-

тырехкратному применению метода прогонки 

по соответствующим координатным осям. Та-

ким образом для задачи Б можно построит ко-

нечно-разностную уравнению и привести к ре-

куррентному формулу. На основе (22-23) за-

дачу Б можно решать методом прогонки с уче-

том начальных и граничных условиях (16-18). 

IV. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Явная и неявная разностные схемы (задача 

А и Б) связанной задачи термоупругости в де-

формациях, решались рекуррентными соотно-

шениями и методом прогонки, соответственно, 

при следующих начальных и граничных усло-

виях: 
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( , , , ) | 0,  ( , , , ) | 0,  ( , , , ) | 0,

t t

t t t

z t x y z t
t

x y z t x y z t x y z t
t t t



  

= =

= = =


= =



  
= = =

  

       (24) 
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и, исходных данных 
0 0

1 2 1 2

20,  0.78,  0.06,  0.05,  0.5,  

    0.86,  3.5,  0.1,  1.

T

c h h l l


   



= = = = =

= = = = = =
 

Таблица 1. Значения функции ( , , , )T x y z t  при t=0.05, z=0.5 (явная схема) задача А 
 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9 x=1 

y=0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

y=0.1 0.000 1.861 3.538 4.867 5.720 6.014 5.720 4.867 3.538 1.861 0.000 

y=0.2 0.000 3.538 6.723 9.246 10.863 11.420 10.863 9.246 6.723 3.538 0.000 

y=0.3 0.000 4.867 9.246 12.711 14.933 15.697 14.933 12.711 9.246 4.867 0.000 

y=0.4 0.000 5.720 10.863 14.933 17.539 18.437 17.539 14.933 10.863 5.720 0.000 

y=0.5 0.000 6.014 11.420 15.697 18.437 19.380 18.437 15.697 11.420 6.014 0.000 

y=0.6 0.000 5.720 10.863 14.933 17.539 18.437 17.539 14.933 10.863 5.720 0.000 

y=0.7 0.000 4.867 9.246 12.711 14.933 15.697 14.933 12.711 9.246 4.867 0.000 

y=0.8 0.000 3.538 6.723 9.246 10.863 11.420 10.863 9.246 6.723 3.538 0.000 

y=0.9 0.000 1.861 3.538 4.867 5.720 6.014 5.720 4.867 3.538 1.861 0.000 

y=1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

 

Таблица 2. Значения функции ( , , , )T x y z t  при t=0.05, z=0.5 (метод Прогонки) задача А 
 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9 x=1 

y=0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

y=0.1 0.000 1.861 3.538 4.868 5.721 6.014 5.721 4.868 3.538 1.861 0.000 

y=0.2 0.000 3.538 6.723 9.246 10.864 11.421 10.864 9.246 6.723 3.538 0.000 

y=0.3 0.000 4.868 9.246 12.712 14.933 15.698 14.933 12.712 9.246 4.868 0.000 

y=0.4 0.000 5.720 10.864 14.933 17.541 18.438 17.541 14.933 10.864 5.720 0.000 

y=0.5 0.000 6.014 11.421 15.698 18.438 19.381 18.438 15.698 11.421 6.014 0.000 

y=0.6 0.000 5.720 10.864 14.933 17.541 18.438 17.541 14.933 10.864 5.720 0.000 

y=0.7 0.000 4.868 9.246 12.712 14.933 15.698 14.933 12.712 9.246 4.868 0.000 

y=0.8 0.000 3.538 6.723 9.246 10.864 11.421 10.864 9.246 6.723 3.538 0.000 

y=0.9 0.000 1.861 3.538 4.868 5.721 6.014 5.721 4.868 3.538 1.861 0.000 

y=1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

 

Таблица 3. Значения функции 
11

( , , , )x y z t  при t=0.05, z=0.5 (явная схема) задача А 
 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9 x=1 

y=0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

y=0.1 0.000 0.004 0.008 0.012 0.014 0.014 0.014 0.012 0.008 0.004 0.000 

y=0.2 0.000 0.008 0.016 0.022 0.026 0.027 0.026 0.022 0.016 0.008 0.000 

y=0.3 0.000 0.012 0.022 0.030 0.036 0.038 0.036 0.030 0.022 0.012 0.000 

y=0.4 0.000 0.014 0.026 0.036 0.042 0.044 0.042 0.036 0.026 0.014 0.000 

y=0.5 0.000 0.014 0.027 0.038 0.044 0.046 0.044 0.038 0.027 0.014 0.000 

y=0.6 0.000 0.014 0.026 0.036 0.042 0.044 0.042 0.036 0.026 0.014 0.000 

y=0.7 0.000 0.012 0.022 0.030 0.036 0.038 0.036 0.030 0.022 0.012 0.000 

y=0.8 0.000 0.008 0.016 0.022 0.026 0.027 0.026 0.022 0.016 0.008 0.000 

y=0.9 0.000 0.004 0.008 0.012 0.014 0.014 0.014 0.012 0.008 0.004 0.000 

y=1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

 

Таблица 4. Значения функции 
11

( , , , )x y z t  при t=0.05, z=0.5 (метод Прогонки) задача А 
 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9 x=1 

y=0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

y=0.1 0.000 0.004 0.008 0.012 0.014 0.014 0.014 0.012 0.008 0.004 0.000 

y=0.2 0.000 0.008 0.016 0.022 0.026 0.027 0.026 0.022 0.016 0.008 0.000 

y=0.3 0.000 0.012 0.022 0.030 0.036 0.037 0.036 0.030 0.022 0.012 0.000 

y=0.4 0.000 0.014 0.026 0.036 0.042 0.044 0.042 0.036 0.026 0.014 0.000 

y=0.5 0.000 0.014 0.027 0.037 0.044 0.046 0.044 0.037 0.027 0.014 0.000 

y=0.6 0.000 0.014 0.026 0.036 0.042 0.044 0.042 0.036 0.026 0.014 0.000 

y=0.7 0.000 0.012 0.022 0.030 0.036 0.037 0.036 0.030 0.022 0.012 0.000 

y=0.8 0.000 0.008 0.016 0.022 0.026 0.027 0.026 0.022 0.016 0.008 0.000 

y=0.9 0.000 0.004 0.008 0.012 0.014 0.014 0.014 0.012 0.008 0.004 0.000 

y=1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 
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Таблица 5. Значения функции 
11

( , , , )x y z t  при t=0.05, z=0.5 (явная схема) задача Б 
 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9 x=1 

y=0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

y=0.1 0.000 0.003 0.006 0.009 0.011 0.012 0.011 0.009 0.006 0.003 0.000 

y=0.2 0.000 0.006 0.013 0.018 0.022 0.024 0.022 0.018 0.013 0.006 0.000 

y=0.3 0.000 0.008 0.018 0.026 0.031 0.034 0.031 0.026 0.018 0.008 0.000 

y=0.4 0.000 0.010 0.021 0.031 0.038 0.040 0.038 0.031 0.021 0.010 0.000 

y=0.5 0.000 0.010 0.023 0.033 0.040 0.043 0.040 0.033 0.023 0.010 0.000 

y=0.6 0.000 0.010 0.021 0.031 0.038 0.040 0.038 0.031 0.021 0.010 0.000 

y=0.7 0.000 0.008 0.018 0.026 0.031 0.034 0.031 0.026 0.018 0.008 0.000 

y=0.8 0.000 0.006 0.013 0.018 0.022 0.024 0.022 0.018 0.013 0.006 0.000 

y=0.9 0.000 0.003 0.006 0.009 0.011 0.012 0.011 0.009 0.006 0.003 0.000 

y=1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

 

Таблица 6. Значения функции ( , , , )T x y z t  при t=0.05, z=0.5 (явная схема) задача Б 
 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9 x=1 

y=0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

y=0.1 0.000 1.861 3.539 4.869 5.723 6.017 5.723 4.869 3.539 1.861 0.000 

y=0.2 0.000 3.539 6.726 9.251 10.870 11.426 10.870 9.251 6.726 3.539 0.000 

y=0.3 0.000 4.869 9.251 12.719 14.942 15.706 14.942 12.719 9.251 4.869 0.000 

y=0.4 0.000 5.723 10.870 14.942 17.550 18.447 17.550 14.942 10.870 5.723 0.000 

y=0.5 0.000 6.017 11.426 15.706 18.447 19.389 18.447 15.706 11.426 6.017 0.000 

y=0.6 0.000 5.723 10.870 14.942 17.550 18.447 17.550 14.942 10.870 5.723 0.000 

y=0.7 0.000 4.869 9.251 12.719 14.942 15.706 14.942 12.719 9.251 4.869 0.000 

y=0.8 0.000 3.539 6.726 9.251 10.870 11.426 10.870 9.251 6.726 3.539 0.000 

y=0.9 0.000 1.861 3.539 4.869 5.723 6.017 5.723 4.869 3.539 1.861 0.000 

y=1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

 

 
Рис 1. График распределения температуры (явная 

схема задача А) при t=0.05, z=0.5 

 
Рис 2. Сравнения распределения тензора деформа-

ций при t=0.05, y=0.5, z=0.5 (задача А) при явной и 

неявной схеме 

 
Рис 3. Сравнения распределения тензора деформа-

ций при t=0.05, y=0.5, z=0.5 (задача А и Б) 

На рис. 1 показаны распределение темпера-

туры по координате и времени полученные по 

явной схеме. На рис. 2 сравнены кривые, пока-

зывающие изменение деформации по времени 

в срединной точке параллелепипеда, построен-

ные по результатам полученных рекуррентным 

формулам (явная схема) и методом прогонки 

(неявная схема) для задачи А. На рис.3 срав-

нены результаты полученные по задачам А и Б. 

Сравнение результатов по таблицам (таб. 1-6) и 

рисункам (рис.2-3) показывают, что численные 

результаты, найденные по рекуррентным соот-

ношениям и по методу прогонки достаточно 

близки, чем обеспечивается справедливость 
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сформулированных краевых задач и достовер-

ность полученных численных результатов. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках условий совместности Сен-Венан 

с помощью уравнений Ламе построены диффе-

ренциальные уравнения динамической термо-

упругости относительно деформаций. Сформу-

лирована связанная краевая задача термоупру-

гости в деформациях для параллелепипеда со 

свободной поверхностью находящегося в тем-

пературном поле куполообразной формы. Дис-

кретные уравнения составлены конечно-раз-

ностным методом в виде явных и неявных 

схем. Решение явных схем приведены к рекур-

рентным соотношениями относительно компо-

нентов деформаций и температуры. Неявные 

схемы решены по методу переменных направ-

лений согласно методу прогонки по соответ-

ствующим направлениям. 

Разработаны численные алгоритмы и соот-

ветствующее программное обеспечение для ре-

шения трехмерных термоупругих краевых за-

дач. Исследовано влияние температурного 

поля на распределение деформаций и напряже-

ний. 
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Abstract. This paper is devoted to mathematical and numerical modeling of the coupled dynamic prob-

lem of thermoelasticity in deformations. The coupled boundary value problem of thermoelasticity in defor-

mations for an isotropic parallelepiped with appropriate initial and boundary conditions is formulated and 

solved numerically. The mesh equations are constructed by finite-difference method in the form of explicit 

and implicit schemes. The solution of the explicit scheme is reduced to recurrence relations with respect to 

deformations and temperature. In the case of implicit finite-difference schemes, the equations are solved 

by successive application of the run method. The validity of the formulated boundary value problems is 

substantiated by comparing numerical results obtained with different methods on the basis of two different 

models. 

Keywords: thermoelasticity, joint condition, deformation, initial conditions, explicit and implicit 

schemes, finite-difference method, run method, boundary value problem. 


